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一类不确定非线性时变时滞系统的鲁棒 H∞滤波器设计

郭亚锋 , 李少远
(上海交通大学 自动化研究所 , 上海 200240)

摘　要 : 研究一类不确定非线性时变时滞系统的鲁棒 H∞滤波问题 ,其中假定非线性项满足全局 Lip schitz条件.利

用 S2procedure方法处理非线性项 ,避免了在 Lyapunov2Krasovskii泛函导数中对非线性项和其他交叉项的界定.所

提出方法具有更低的保守性 ,仿真实例证明了该方法的有效性.
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Abstract : The problem of robust H∞ filtering for a class of uncertain nonlinear systems with time2varying delay is

studied. The nonlinearities are assumed to satisfy global Lip schitz conditions. S2procedure is applied to process the

nonlinearities , and avoid bounding of the cross terms of nonlinearities and other terms in derivative of Lyapunov2
Krasovskii functional. So the proposed method has less conservativeness. Simulation example shows the effectiveness

of the proposed method.
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1　引　　言
　　在过去的几十年中 ,鲁棒滤波问题一直受到人

们的普遍关注.当前对鲁棒滤波的研究主要集中在

两个方面 : Kalman滤波和 H∞滤波. Kalman滤波适

用于系统的扰动为高斯白噪声且其统计信息已知的

情况 ;当噪声为任意能量有限的信号时 , H∞滤波能

保证给定的噪声抑制水平.文献[ 1 ]利用 H∞滤波器

消除海浪干扰 ,取得了稳定的滤波效果.在实际工业

系统中 ,如电力网、化学反应过程、核反应堆等 ,经常

含有时滞和非线性扰动[2 ] .时滞状态是导致系统性

能下降和不稳定的主要因素 ,而非线性给系统镇定、

滤波、故障检测等带来更大的困难.因此 ,研究时滞

非线性系统的鲁棒滤波问题具有重要的理论意义和

应用价值.

近年来 ,时滞线性系统滤波的研究取得了丰富

的成果[326 ] .对于非线性时滞系统 ,文献[7 ,8 ]研究了

一类范数有界的非线性时滞系统的滤波问题.文献

[2 ,9211 ]将非线性时滞系统滤波问题拓展到比范数

有界更具一般性的情形 :满足全局 Lip schitz条件的

非线性 ,但所提出的方法都需要在 L yap unov2
Krasovskii泛函的导数中 ,对非线性扰动和其他项

的交叉项进行界定 ,而这种界定本身只是充分条件

而非必要条件 ,因而得到的结果比较保守.

本文受文献[ 11 ]的启发 ,研究不确定非线性时

变时滞的鲁棒 H∞滤波问题 ,其中非线性扰动满足

全局 Lip schitz条件.与现有方法不同的是 ,利用 S2
procedure对非线性扰动进行处理 ,以充要条件替代

充分条件 ,减少了保守性 ,使结果得到改善.仿真实

例证明了本文方法的有效性.

2　问题描述
　　考虑如下不确定状态时滞系统 :
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Ûx ( t) = A 0 x ( t) + ∑
q

j = 1
A j x d j

+ Ff ( t) + Bw ( t) ,

y ( t) = C0 x ( t) + ∑
q

j = 1
Cj x d j

+ Gg ( t) + Dw ( t) ,

z ( t) = Hx ( t) , x ( t) = <( t) , Πt ∈[ - dmax ,0 ].

(1)

其中 : x ( t) ∈Rn 是状态向量 ; y ( t) ∈ Rm 是测量输

出 ; z ( t) ∈R p 是被估计信号 ; w ( t) ∈ R l 是噪声输

入 ; x d j
表示 x ( t - d j ( t) ) , d j ( t) ( j = 1 ,2 , ⋯, q) 是时

变时滞 ,满足 0 < d j ( t) ≤�d j < ∞, Ûd j ( t) ≤τj < 1 ;

<( t) 是连续的初始向量函数 ; dmax = max ( �d j ) ; f ( t)

= f ( x ( t) , x d1 , ⋯, x dq
) ; g ( t) = g ( x ( t) , x d1 , ⋯,

x dq
) 是已知非线性函数.

现作如下假定 :

假定 1　系统 (1) 是渐近稳定的.

假定 2　系统矩阵

χ∶=

( A 0 , ⋯, A q , F , B , C0 , ⋯, Cq , G, D , H) ∈Σ,

其中Σ是给定的凸多面体

Σ∶= {χ(λ) = ∑
s

i = 1

λiχi ;∑
s

i = 1

λi = 1 ,λi ≥0} ,

χi 表示多面体的顶点.

假定 3　非线性函数满足下列两个条件 :

1) f (0 ,0 , ⋯,0) = 0 , g (0 ,0 , ⋯,0) = 0 ;

2) Lip schitz条件 :对于所有的 x j 和 y j ,存在适

当维数的已知矩阵 M j 和 N j , j = 1 ,2 , ⋯, q ,满足

‖f ( x0 , ⋯, x q) - f ( y0 , ⋯, yq) ‖≤

∑
q

j = 0
‖M j ( x j - y j ) ‖,

‖g ( x0 , ⋯, x q) - g ( y0 , ⋯, yq) ‖≤

∑
q

j = 0
‖N j ( x j - y j ) ‖.

　　本文的目的是设计一个全阶滤波器 ,其动态方

程为

　
Ûx F ( t) = A F x F ( t) + B F y ( t) , x F (0) = 0 ,

z F ( t) = CF x F ( t) .
(2)

合并系统 (1) 和 (2) 的状态 ,增广的滤波误差系统为

Ûξ( t) = �A 0ξ( t) + ∑
q

j = 1
�A j Kξd j

+ �Fη( t) + �Bw ( t) ,

e( t) = �Cξ( t) ,ξ( t) = { <T ( t) ,0} T ,

Πt ∈[ - dmax ,0 ].

(3)

其中

ξ( t) = [ x T ( t) 　x T
F ( t) ]T ,ξd j

=ξ( t - d j ( t) ) ,

η( t) = [ f T ( t) 　gT ( t) ]T , e( t) = z ( t) - z F ( t) ,

�A 0 =
A 0 0

B F C0 A F

, �A j =
A j

B F C j

, K = [ I　0 ] ,

�F =
F 0

0 B F G
, �B =

B

B F D
, �C = [ H　 - CF ].

　　本文的目标是设计形如式 (2) 的鲁棒滤波器 ,

使得对于满足容许条件的不确定性 ,滤波误差系统

(3) 渐近稳定 ,且在零初始条件下 ,对于所有非零的

w ∈L 2 [0 , ∞) ,有 ‖e‖2
2 <γ2 ‖w ‖2

2 .

为了表达简便 ,令

�A di = [ �A 1 i ⋯ �A qi ] , A di = [ A 1 i ⋯ A qi ] ,

A d = [ A 1 ⋯ A q ]′.

　　引理1[12 ] 　对于适当维数的向量 a和b ,矩阵 N

和适当维数的矩阵 X , Y , Z ,其中 X 和 Z 是对称的 ,

如果
X Y

Y T Z
≥0 ,则

- 2 aT Nb ≤
a

b

T X Y - N

( Y - N) T Z

a

b
.

3　主要结果
　　本节研究 H∞滤波问题.滤波误差系统 (3) 的

H∞性能判据由下述定理给出 :

定理 1　考虑系统 (1) ,如果存在矩阵 0 < P ∈

R2 n×2 n ,0 < Q j ∈Rn×n , X j ∈R2 n×2 n , Y j ∈R2 n×n ,0 <

Z j ∈Rn×n ,标量δ> 0 ,满足如下线性矩阵不等式 :

�Ω1 ,1 PA di - Y d P F i PB i A T
0 i K T ZΣ

3 - Qd +δγd 0 0 A T
di K T ZΣ

3 3 - δI 0 FT
i K T ZΣ

3 3 3 - γ2 I B T
i K T ZΣ

3 3 3 3 - ZΣ

< 0 ,

　　　　　　Πi = 1 ,2 , ⋯, s ; (4)

X j Y j

3 Z j

≥0 , Π j = 1 ,2 , ⋯, q. (5)

其中

�Ω1 ,1 =Ω1 ,1 +δγ0 + �CT
i C i ,

Ω1 ,1 = A T
0 i P + PA 0 i + ∑

q

j = 1

( d j X j +

　　　KT Y T
j + Y j K + KT Q j K) ,

Y d = [ Y1 　Y2 　⋯　Y q ] ,

ZΣ = ∑
q

j = 1

( d j Z j / (1 - τj ) ) ,

γ0 = ( q + 1) KT ( �M0 + �N 0 ) K ,

γd =

( q + 1) diag[ ( �M1 + �N 1 ) 　⋯　( �M d + �N d ) ] ,

Qd = diag[ (1 - τ1 ) Q1 　⋯　(1 - τq) Qq ] ,

�M i = M T
i M i , �N i = N T

i N i , i = 0 ,1 , ⋯, q.

则滤波误差系统 (3) 是渐近稳定的 ,并且满足 H∞噪
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声抑制水平γ.

证明 　应用牛顿 2莱布尼茨公式 ,系统 (3) 可

写成

Ûξ( t) =

( A 0 + ∑
q

j = 1
�A j K)ξ( t) -

∑
q

j = 1
A j K∫

t

t- d j
( t)

Ûξ( s) ds + Fη( t) + Bw ( t) . (6)

选择 Lyap unov泛函

V ( t) = V 1 + V 2 + V 3 , V 1 =ξT ( t) Pξ( t) ,

V 2 = ∑
q

j = 1∫
t

t - d j
( t)

Ûξ( s) KT Qj Kξ( s) ds ,

V 3 =

∑
q

j = 1

1
1 - τj∫

0

- d j
( t)∫

t

t+σ
ÛξT ( s) KT Zj KÛξ( s) dsdσ,

其中 P和 Q j 是待定的正定矩阵.沿式 (6) 的解轨迹

求 V 1 对时间的导数 ,得

ÛV 1 =ξT ( t) [ A T
0 P + PA 0 + ∑

q

j = 1

( KT A T
j P +

PA j K) ]ξ( t) + 2ξT ( t) PB w ( t) +

2ξT ( t) PFη( t) + ∑
q

j = 1

κ( j) , (7)

其中

κ( j) = - 2∫
t

t - d j
( t)
ξT ( t) PA j KÛξ( s) ds.

注意到式 (5) ,由引理 1得

κ( j) ≤

ξT ( t) ( d j X j + KT Y T
j - KT A T

j P + Y j K -

PA j K)ξ( t) - 2ξT ( t) ( Y j - PA j ) Kξd j
+

∫
t

t - d j
( t)

ÛξT ( s) KT Zj KÛξ( s) ds. (8)

同理可得

ÛV 2 + ÛV 3 ≤

∑
q

j = 1
[ξT ( t) KT Qj Kξ( t) - (1 -

τj )ξT
d j

K T Qj Kξd j
] +ΦT ZΣΦ -

∑
q

j = 1∫
t

t - d j
( t)

ÛξT ( s) KT Zj KÛξ( s) ds , (9)

其中

Φ = K( A 0ξ( t) + ∑
q

j = 1
A j Kξd j

+

Bw ( t) + Fη( t) ) .

当 w ( t) = 0时 ,由式 (7) ～ (9) 得

ÛV ( t) = ÛV 1 + ÛV 2 + ÛV 3 ≤ξT ( t)Ωξ( t) . (10)

其中

ξ( t) = [ξT ( t) 　ξT
d 　ηT ( t) ]T ,

ξd = [ ( Kξd1
) T 　⋯　( Kξdq

) T ]T ,

Ω =

Ω1 ,1 PA d - Y d P F

3 - Qd 0

3 3 0

+

　　

A T
0 KT

A T
d K T

FT KT

ZΣ

A T
0 KT

A T
d K T

FT KT

T

.

如果不等式

ξT ( t)Ωξ( t) < 0 , (11)

则滤波误差系统 (3) 是渐近稳定的.由假定 2 ,利用

与文献[11 ]相似的讨论 ,可得

ηT ( t)η( t) = f T ( t) f ( t) + gT ( t) g ( t) ≤

ξT ( t)γ0ξ( t) +ξT
dγdξd . (12)

利用 S2procedure[13 ] ,不等式 (11) 在约束 (12) 下成

立 ,当且仅当存在标量δ≥0 ,使得

Ω+ diag{δγ0 ,δγd , - δI} < 0 . (13)

由于δ≥0 ,不等式 (13) 是非严格的 L MI.在非严格

L MI约束下 ,最小解等价于在严格 L MI约束下的最

小解[14 ] .因此可用δ> 0代替式 (13) 中的δ≥0 .通

过 Schur补变换 ,式 (4) 蕴含着式 (13) 在包含不确定

性的域Σ都成立.因此滤波误差系统 (3) 的渐近稳

定性得以证明.

仿照文献[11 ]的证明过程 ,易证滤波误差系统

(3) 的 H∞噪声抑制水平为γ. □

注 1　从定理 1 的证明过程可以看出 ,本文方

法不需要对非线性项η( t) 和其他项的交叉项进行

任何界定 ,从而减少了稳定性判据的保守性.

H∞滤波器的设计方法由如下定理给出 :

定理 2　考虑系统 (1) , 如果存在矩阵 R ∈

Rn×n , W ∈Rn×n ,0 < Qj ∈ Rn×n , X1 j ∈ Rn×n , X2 j ∈

Rn×n , X3 j ∈Rn×n , Y1 j ∈Rn×n , Y2 j ∈Rn×n ,0 < Zj ∈

Rn×n , A F ∈Rn×n , B F ∈Rn×m , CF ∈R p×n ,标量δ> 0 ,

满足如下矩阵不等式 :

(1 ,1) (1 ,2) (1 ,3) RF i EB F Gi

3 (2 ,2) (2 ,3) W E T Fi B F Gi

3 3 - Qd +δγd 0 0

3 3 3 - δI 0

3 3 3 3 - δI

3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3

→
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←

(1 ,6) A T
0 i ZΣ H T

i (1 ,9)

(2 ,6) 0 - CT
F 0

0 A T
di ZΣ 0 0

0 FT
i ZΣ 0 0

0 0 0 0

- γ2 I B T
i ZΣ 0 0

3 - ZΣ 0 0

3 3 - I 0

3 3 3 - δ- 1 I

< 0 ,

Π i = 1 ,2 , ⋯, s. (14)

其中

(1 ,1) = A T
0 i R + CT

0 iB
T
F + RA 0 i + B F C0 i +

　　　　∑
q

j = 1

( d j X 1 j + Y1 j + Y T
1 j + Q j ) ,

(1 ,2) = A T
0 i W + CT

0 i B
T
F + A F +

　　　　∑
q

j = 1

( d j X 2 j + Y T
2 j ) ,

(1 ,3) = RA di + B F C di - Y1 d ,

(2 ,2) = A T
F + A F + ∑

q

j = 1

d j X 3 j ,

(2 ,3) = W A di + B F C di - Y2 d ,

(1 ,6) = RB i + B F D i ,

(1 ,9) = q + 1 [ M T
0 　N T

0 ] ,

(2 ,6) = W B i + B F D i .

X1 j X 2 j Y1 j

3 X3 j Y2 j

3 3 Zj

≥0 , Π j = 1 ,2 , ⋯, q. (15)

R W

3 W
> 0 . (16)

则滤波器的一个实现为

A F = W - 1 A F , B F = W - 1 B F , CF = CF . (17)

　　证明 　由式 (16) 可得 R > 0和W > 0 ,因此总

能找到非奇异矩阵 S ∈Rn×n和 0 < T ∈Rn×n ,满足

W = S T - 1 S T .引入与文献[11 ]相似的矩阵

L =
I 0

0 T - 1 S T
, P =

R S

S T T
, (18)

A F B F

CF 0
=

S - 1 0

0 I

A F B F

CF 0

( S - 1 ) T T 0

0 I
=

S - 1 A F ( S - 1 ) T T S - 1 B F

CF ( S - 1 ) T T 0
, (19)

X1 j X 2 j

X T
2 j X 3 j

= L T
X1 j X 2 j

X T
2 j X 3 j

L , (20)

Y j =
Y1 j

Y2 j

= L T
Y1 j

Y2 j

. (21)

　　利用 Schur补变换 ,由式 (16) 可得 R - W = R

- S T - 1 S T > 0 .注意到 T > 0 ,因此得到 P > 0 .

定义Δ= diag{ L , I , I , I , I} ,Δ1 = diag{ L , I} .式
(4) 两边左乘ΔT 和右乘Δ,经过适当的 Schur 补变

换 ,代入矩阵 L的值可得式 (14) ;式 (5) 两边左乘ΔT
1

和右乘Δ1 ,代入矩阵 L 的值可得式 (15) .由滤波器

从 y ( t) 到 z F ( t) 的传递函数 ,并注意到式 (18) 和
(19) ,可得式 (17) 是滤波器的一个实现. □

定理 2给出的条件为带逆矩阵等式约束的线性

矩阵不等式 ,可用文献 [15 ] 提出的 CCL 有效地求

解. CCL 算法的具体求解步骤参见文献[15 ].

注 2　利用 CCL 算法并结合常用的二分法 ,可

以迭代求解最优 H∞滤波器.

4　仿真实例
　　考虑文献[11 ]中的一个例子 ,系统 (1) 的参数

矩阵如下 :

A 0 =
0 3 +ρ

- 4 - 5
, A 1 =

- 0 . 1 0

0 . 2 - 0 . 2 +σ
,

A 2 =
0 0 . 1

- 0 . 2 - 0 . 3 +σ
, B =

- 0 . 454 5

0 . 909 0
,

C0 = [0　100 ] , C1 = [0　10 ] , C2 = [0　2 ] ,

F =
0 . 5 0

0 0 . 5
, G = [0 . 3　0 . 4 ] , D = 1 ,

H = [0　100 ] , - 0 . 3 ≤ρ≤0 . 3 ,

f ( t) =
1 . 2sin x1

1 . 2sin x2

, g ( t) =
0

1 . 2sin x2

,

- 0 . 1 ≤σ≤0 . 1 , d1 ( t) = 0 . 1 | sin 3 ( t) | ,

d2 ( t) = 0 . 2 | cos 2 . 5 t | .

由 d1 ( t) , d2 ( t) , f ( t) , g ( t) 可以估计得到

τ1 = 0 . 3 ,τ2 = 0 . 5 , d1 = 0 . 1 , d2 = 0 . 2 ,

M0 = 1 . 2 I , M1 = M2 = 0 ,

N 0 = [0　1 . 2 ] , N1 = N 2 = 0 .

　　利用文献[11 ]方法求解 ,得到最优 H∞性能指

标γ3 = 5 . 734 7 ,相应的最优 H∞滤波器参数为

A F B F

CF 0
=

- 14 . 6 3 534 . 4 31 . 022 8

0 - 690 . 6 - 6 . 169 2

0 - 100 0

.

　　利用本文方法求解 ,得到最优 H∞性能指标γ3

= 3 . 000 0 ,相应的最优 H∞滤波器参数为

A F B F

CF 0
=

0 . 131 4 514 . 032 9 4 . 529 5

- 1 . 685 8 - 528 . 490 7 - 4 . 675 8

0 - 100 0

.

813



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 3 期 郭亚锋等 : 一类不确定非线性时变时滞系统的鲁棒 H∞滤波器设计 　 　 　

　　从最优 H∞性能指标可以看出 ,本文方法具有

更小的保守性.

假定ρ= 0 . 2 ,σ= 0 , <( t) T = [0 . 001　0 . 001 ] ,

噪声输入为 w ( t) =
1

10 + t2 .此时滤波误差的响应

如图 1所示.

图 1　滤波误差响应

从图 1 可以看出 ,本文设计的滤波器具有更好

的干扰抑制能力.

5　结 　　论
　　本文研究含有状态时变时滞的非线性不确定

性系统的鲁棒 H∞滤波器设计问题.这类非线性系

统满足更一般的假定 ,即满足全局 Lip schitz 条件.

不同于现有的结果 ,本文提出一种保守性更小的方

法 ,改善了滤波器的最优性能指标.所求的滤波器可

由求解带逆矩阵等式约束的线性矩阵不等式而得

到.仿真实例证明了本文方法的有效性.
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