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多变量自适应极点配置对偶控制的研究

高振斌 , 钱富才 , 刘　丁
(西安理工大学 自动化与信息工程学院 , 西安 710048)

摘　要 : 针对参数未知的多变量差分方程形式的系统 ,首先利用 Kalman滤波器进行参数辨识 ,根据确定性等价原理

对系统进行极点配置 ;然后利用极点配置得到的非对偶控制器作为标称输入 ,其对应的输出作为标称输出 ,进而根据

双指标准则进行对偶控制器的设计 ;最后给出一个仿真实例 ,验证该算法的可行性和有效性.
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Abstract : The dual control of multivariable unknown parameter difference equation system is studied. Firstly , by

using Kalman filter , the unknown parameter is estimated. Based on certainty equivalence principle , the pole placement

is made to the original system. Then the controller , which is obtained through the pole placement , is regarded as the

nominal input , the corresponding output is named for the nominal output and the dual controller is designed with

bicriterion. Finally , the simulation example shows the feasibility and effectiveness of the method.
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1　引　　言
　　20世纪 60年代初 , Feldbaum在研究具有不确

定参数随机系统的自适应控制问题时 ,提出了对偶

控制的思想[1 ] .控制器的对偶作用表现在 :一方面要

对系统进行学习 (或探测) ,以减少系统中参数不确

定性的影响 ;另一方面要对系统进行控制 (或调节) ,

使其输出趋向期望的目标.前者需要较大的扰动信

号对系统进行探测 ,以提高系统未知参数的估计精

度 ;后者需要较小的信号对系统进行谨慎控制 ,以减

少性能指标中由于参数不确定性带来的影响.设计

此类控制器 ,不仅影响系统的状态 ,而且影响估计的

精度 ,即所谓的对偶控制.对偶作用即估计和控制 ,

二者之间存在耦合 ,不能分开进行 ,导致最优控制的

解析解无法获得.

Milito等根据 Kalman滤波器的新息序列包含

参数真值与估计之间的误差信息 ,在控制指标的基

础上 ,通过学习因子引入新息序列方差 ,实现了控制

作用与估计作用的良好折衷 ,这就是著名的 IDC控

制策略[2 ] . Filatov提出了双重指标的单输入单输出

对偶自适应控制 ,两个指标反映了对偶控制的两个

目标 :控制作用和学习作用 ,从而简化了计算[3 ] . Li

Duan等对于参数的不确定性仅存在于测量方程 ,提

出了方差最小化方法 ,获得了具有主动学习特点的

对偶控制律 ;随后 ,他们还用方差最小化和度量系统

参数不确定的方法 ,给出了参数不确定性存在于状

态方程与量测方程的对偶控制律[426 ] ,但这些方法仅

适用于被控系统的模型为状态空间描述.钱富才等

针对描述系统的模型为差分方程且参数为未知常

数 ,提出了对偶控制律的两级优化算法 ,使得次优对

偶控制律的求解更加容易[7 ] . Li Duan 等总结了其

研究成果 ,提出了参数不确定性对偶控制求解的一

般性框架[8 ] .钱富才等将预测控制中滚动优化的思

想引入具有未知参数的状态方程的对偶控制策

略[9 ] .

本文针对多输入多输出差分方程形式的随机系
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统 ,无论原系统开环是否稳定 ,都可根据确定性等价

原理设计出使闭环系统具有稳定极点的非对偶控制

器 ,以其对应的输出作为系统的标称输出 ,使实际系

统的输出跟踪标称输出 ,系统具有更好的鲁棒性 ,并

且得到性能更优的对偶控制器.

2　问题的提出
　　考虑如下多输入多输出自回归滑动平均

(ARMA)模型 :

y1 ( k + 1) + a11 y1 ( k) + ⋯+ a1 n y n ( k) =

b11 u1 ( k) + ⋯+ b1 m u m ( k) + e1 ( k + 1) ,

y2 ( k + 1) + a21 y1 ( k) + ⋯+ a2 n y n ( k) =

b21 u1 ( k) + ⋯+ b2 m u m ( k) + e2 ( k + 1) ,

　　　　　…

y n ( k + 1) + an1 y1 ( k) + ⋯+ ann y n ( k) =

bn1 u1 ( k) + ⋯+ bnm u m ( k) + en ( k + 1) .

(1)

式 (1) 可写成差分方程的形式 ,有

A ( q- 1 ) y ( k + 1) = B ( q- 1 ) u( k + 1) + e( k + 1) .

(2)

其中

y ( k + 1) =

[ y1 ( k + 1) , y2 ( k + 1) , ⋯, y n ( k + 1) ]T ∈Rn×1 ,

u( k + 1) =

[ u1 ( k + 1) , u2 ( k + 1) , ⋯, um ( k + 1) ]T ∈Rm×1 ,

e( k + 1) =

[ e1 ( k + 1) , e2 ( k + 1) , ⋯, en ( k + 1) ]T ∈Rn×1 .

式中 : y ( k + 1) 和 u( k + 1) 分别是输出和输入向量 ;

e( k + 1) 是均值为零、方差为 W 的白噪声向量 ,即

e( k + 1) ～ N (0 , W ) ; A ( q- 1 ) ∈Rn×n , B ( q- 1 ) ∈Rn×m

均为后移算子 q- 1 矩阵的多项式 ,且

A ( q- 1 ) = In + A 1 q- 1 , B ( q- 1 ) = B1 q- 1 .

其中

A 1 =

a11 a12 ⋯ a1 n

a21 a22 ⋯ a2 n

… … ω …
an1 an2 ⋯ ann

,

B1 =

b11 b12 ⋯ b1 m

b21 b22 ⋯ b2 m

… … ω …
bn1 bn2 ⋯ bnm

,

In 为 n维单位矩阵.于是 ,式 (1) 可写成

y ( k + 1) =

- A 1 y ( k) + B1 u( k) + e( k + 1) . (3)

　　定义

x ( k) = [ bT
1 , aT

1 | bT
2 , aT

2 | ⋯| bT
n , aT

n ]T .

其中 bT
i 和 a T

i ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 分别为矩阵 B1和 A 1的

第 i行元素 ,即

A 1 = [ a1 , a2 , ⋯, an ]T , B1 = [ b1 , b2 , ⋯, bn ]T .

　　定义

ΦT ( k) = [ uT ( k) , - yT ( k) ] ,

测量阵为

H ( k) = diag[ΦT ( k) ,ΦT ( k) , ⋯,ΦT ( k) ] ,

则式 (3) 可写成

y ( k + 1) = H ( k) x ( k) + e( k + 1) . (4)

　　假定参数未知且保持不变 ,即

x ( k + 1) = x ( k) , (5)

则可利用递推 Kalman滤波器进行估计 ,有

x̂ ( k + 1 | k + 1) =

x̂ ( k | k) + K( k + 1) [ y ( k + 1) -

H ( k) x̂ ( k | k) ] ,

K( k + 1) =

P( k | k) HT [ H P ( k | k) HT + W ] - 1 ,

P( k + 1 | k + 1) =

P( k | k) - K( k + 1) H P ( k | k) .

　　具有初始条件

x̂ (0 | 0) = x̂ (0) , P(0 | 0) = P(0) .

3　以确定性等价原理为基础的极点配置控
制器
　　根据确定性等价原理 ,由式 (2) 得

A ( q- 1 ) y ( k + 1) = B ( q- 1 ) u( k + 1) . (6)

引入线性控制器方程

G( q- 1 ) u( k) = - F( q- 1 ) y ( k) + H ( q- 1 ) r( k) .

(7)

其中 : G( q- 1 ) ∈Rn×n , F( q- 1 ) ∈Rn×n , H ( q- 1 ) ∈Rn×n

均为待定的后移算子 q- 1 的矩阵多项式 ; r( k) 是已

知的时变有界的参考输入向量.

将式 (7) 代入式 (6) ,并满足伪互换性条件

A ( q- 1 ) �B ( q- 1 ) = B ( q- 1 ) �A ( q- 1 ) ,

可得到系统的闭环方程

y ( k + 1) =

�B ( q- 1 ) [ G( q- 1 ) �A ( q- 1 ) + F( q- 1 ) �B ( q- 1 ) ] - 1 ×

H ( q- 1 ) r( k + 1) . (8)

　　设 T 3 ( q- 1 ) ∈Rn×n 是事先给定的稳定多项式

阵 (即 | det T 3 ( q- 1 ) | = 0的根位于单位圆外) ,且满

足 Diop hantine方程

　T 3 ( q- 1 ) = G( q- 1 ) �A ( q- 1 ) + F( q- 1 ) �B ( q- 1 ) . (9)

取 T 3 ( q- 1 ) = In + T 3
1 q- 1 ,用等式两边同次幂系数

相等的方法解恒等式 (9) ,可求得待定矩阵多项式

F( q- 1 ) 和 G( q- 1 ) .同时 , F( q- 1 ) 和 G( q- 1 ) 阶的选择

必须使式 (9) 右边的阶大于或等于左边的阶 ,这样

式 (9) 才可能有解. H ( q- 1 ) 通常取为定常矩阵 ,即

H ( q- 1 ) = h0 = T 3 (1) �B - 1 (1) .
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于是 ,当系统达到稳态时 (即 q- 1 →1或 k →∞时) ,

可消除稳态跟踪误差 (即稳态时 y ( k) → r( k) ) .

4　对偶控制器的设计
　　由式 (7) 得到以确定等价原理为基础的极点配

置控制器称为非对偶控制器 ,表示为 uN ( k + 1) .如

果以它作为标称输入 ,则与其对应的标称系统的输

出有如下形式 :

y N ( k + 1) = - Â 1 y ( k) + B̂ 1 uN ( k) , (10)

其中 Â 1 和 B̂ 1 为 A 1 和 B1 的参数估计值.

如果控制器使系统输出尽可能接近标称输出 ,

则控制性能将得到提高.根据两指标优化准则 ,引入

下面两个指标泛函 :

J c
k = E{ ( y N ( k + 1) - y ( k + 1) ) T ×

( y N ( k + 1) - y ( k + 1) ) | I k } , (11)

J a
k = - E{ ( y ( k + 1) - H ( k) x̂ ( k | k) ) T ×

( y ( k + 1) - H ( k) x̂ ( k | k) | I k ) } . (12)

其中 I k 为 k 时刻前的已知信息.

上述两个指标泛函与对偶控制的两个目的相

关 :追踪系统输出 ;减小系统参数的不确定性 ,提高

估计精度.对偶的自适应极点配置控制器通过解式

(11) 和 (12) 的两目标最优问题而获得 ,即

u( k) = arg min
u( k) ∈Ωk

J a
k . (13)

其中

Ωk = [ uc ( k) - θ( k) …uc ( k) +θ( k) ] ,

uc ( k) = arg min
u( k)

J c
k ,

θ( k) = f k { P( k) } =η{ t r ( P( k) ) } ,η≥0 .

式中 : P( k) 为由 Kalman滤波方程得到的参数估计

的协方差矩阵 , uc ( k) 为使指标 (11) 极小化的谨慎

控制律 ,对偶控制律 u( k) 在以 uc ( k) 为中心的Ωk区

间内取值.

对参数估计协方差矩阵 P( k) 和高斯白噪声的

方差 W 分块 ,有

P( k) = diag ( P1 ( k) , P2 ( k) , ⋯, Pn ( k) ) ,

W = diag ( W e1 , W e2 , ⋯, W en
) .

其中

Pi ( k) =
Pbi

( k) PT
aib i

( k)

Paib i
( k) Pai

( k)
, i = 1 ,2 , ⋯, n.

由式 (11) 得

J c
k =

uT ( k) [ ( Pb1 + ⋯+ Pbn
) + B̂ T

1 B̂ 1 ] u( k) -

2 uT ( k) [ Pa1 b1 + ⋯+ Panbn
+ B̂ T

1 Â 1 ] y ( k) -

2 uT ( k) B̂ T
1 y N ( k) + y T ( k) ( Pa1 + ⋯+

Pan
) y ( k) + ( W e1 + ⋯+ W en

) + [ y T ( k) Â T
1 -

y N ( k) ][ yT ( k) Â T
1 - y N ( k) ]T . (14)

其中

Â 1 = [ â1 , â2 , ⋯, ân ]T , B̂ 1 = [ b̂1 , b̂2 , ⋯, b̂n ]T .

令

δ1 = ( Pb1 + Pb2 + ⋯+ Pbn
) + B̂ T

1 B̂ 1 ,

δ2 = ( Pa1 b1 + Pa2 b2 + ⋯+ Panbn
) + B̂ T

1 Â 1 ,

δ3 = ( Pa1 + Pa2 + ⋯+ Pan
) + Â T

1 Â 1 ,

y N ( k + 1) = - Â 1 y ( k) + B̂ 1 uN ( k) .

则式 (14) 可简化为

J c
k =

uT ( k)δ1 u( k) - 2 uT ( k)δ2 y ( k) - 2 uT ( k) B̂ T
1 y N ( k) +

yT ( k)δ3 y ( k) + ( W e1 + W e2 + ⋯+ W en
) +

yT ( k) Â T
1 yT

N + y N ( k) Â 1 y ( k) + y N ( k) yT
N ( k) . (15)

对于式 (15) ,令 5J c
k / 5 u( k) = 0 ,可得到谨慎控制器

uc ( k) =δ- 1
1 ( B̂ T

1 B̂ 1 uN ( k) - ( PT
a1 b1 +

PT
a2 b2 + ⋯+ PT

anbn
) y ( k) ) . (16)

在Ωk 中 ,由式 (13) 的最小化可得到对偶控制器

u( k) = uc ( k) +θ( k) sign{ c( k) } . (17)

其中

c( k) =

J a
k ( uc ( k) - θ( k) ) - J a

k ( uc ( k) +θ( k) ) =

2θT ( k) ( Pb1 + ⋯+ Pbn
) uc ( k) + 2 uT

c ( Pb1 +

⋯+ Pbn
)θ( k) - 2θT ( k) ( PT

b1 a1 +

⋯+ PT
bna n

) y ( k) - 2 yT ( k) ( Pb1 a1 +

⋯+ Pbna n
)θ( k) .

5　仿真研究
　　考虑如下模型 :

A ( q- 1 ) y ( k + 1) =

B ( q- 1 ) u( k + 1) + e( k + 1) .

其中

y ( k + 1) =
y1 ( k + 1)

y2 ( k + 1)
,

u( k + 1) =
u1 ( k + 1)

u2 ( k + 1)
,

e( k + 1) =
e1 ( k + 1)

e2 ( k + 1)
,

A ( q- 1 ) = I2 +
0 . 1 0

- 0 . 4 - 0 . 7
q- 1 ,

B ( q- 1 ) =
1 0

0 1
q- 1 ,

e( k + 1) ～ N (0 ,
0 . 01 0

0 0 . 01 ) .

　　取稳定矩阵多项式 T = I2 + T1 q- 1 ,其中

T1 =
- 0 . 5 0

0 - 0 . 5
,
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其特征值为λ1 =λ2 = 2 ,它们都在单位圆外.由伪互

换性易得

�A ( q- 1 ) = A ( q- 1 ) , �B ( q- 1 ) = B ( q- 1 ) .

由式 (9) 可得

F( q- 1 ) = F0 =
- 0 . 6 0 . 4

0 0 . 2
,

G( q- 1 ) = I2 ,

图 1　控制律变化趋势比较

图 2　系统输出变化趋势比较

且有

H ( q- 1 ) = h0 =
0 . 5 0

0 0 . 5
.

于是

uN ( k) =

- G- 1 ( q- 1 ) F( q- 1 ) y ( k) + G- 1 ( q- 1 ) H ( q- 1 ) r( k) =

- F0 y ( k) + h0 r( k) ,

其中 r( k) 为周期为 20 ,幅值为 ±1的方波信号.将

uN ( k) 代入式 (16) ,得

uc ( k) =δ- 1
1 ( B̂ T

1 B̂ 1 uN ( k) - ( PT
a1 b1 + PT

a2 b2
) y ( k) ) .

其中 :δ1 = ( Pb1 + Pb2
) + B̂ T

1 B̂ 1 , B̂ 1 为差分方程中矩

阵 B1的参数估计值 , Pbi
和 P aib i

( i = 1 ,2) 为矩阵 A 1

和 B1 参数估计协方差阵中的对应项. 取θ( k) =

t r ( P( k) ) ,由式 (17) 可得极点配置对偶控制律.

由确定性等价原理和本文算法得到的极点配置

控制律的比较如图 1 所示 ;两种控制律对应的系统

输出的比较如图 2所示.

6　结 　　语
　　本文研究基于双指标的多变量极点配置对偶

自适应控制问题.两个指标泛函 J c
k和 J a

k与对偶控制

的两个目的相关 :使系统输出达到期望的输出值 ;对

系统进行探测 ,减小系统参数的不确定性 ,提高估计

精度.对于多变量自适应系统 ,根据给定的满足一定

的极点要求的稳定多项式 ,利用确定性等价原理对

原系统进行极点配置 ,得到一个非对偶控制器 ,以此

作为标称输入 ,其对应的输出为标称输出.以此标称

输出作为理想的输出 ,使原系统的输出对其进行跟

踪 ,达到系统的调节 (或控制) 作用.对于参数未知

的多变量系统 ,采用递推 Kalman 滤波器对其进行

辨识.最后用本文方法作了仿真 ,证明所设计的自适

应对偶控制器具有调节作用.
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指标

J ∞ =∫
∞

0
[ e2 ( T) + 0 . 001 u2 ( T) ]d T.

设定当前时刻 t = 0 ,当 N u = 3时 ,由预测时域的定

义可知 N y = 3 .仿真得到的系统输出曲线如图 1所

示.

图 1　参考信号和闭环系统输出

从图 1 可以看出 ,系统的输出曲线能够跟踪设

定的目标 ,且输出与设定值之间的误差随着时间的推

移趋于零.这说明闭环系统具有良好的渐近稳定性.

7　结 　　论
　　本文将离散时间 GPC采用的无穷时域的性能

指标引入 CGPC稳定性的研究.通过施加不影响控

制目标的终端等式约束 ,对无穷时域的性能指标进

行转化 ,从而使不可解的优化问题转化为可解的二

次规划问题 ;进而求解二次规划问题 ,得到最优控制

律.由后退时域性能指标的单调性 ,得到了使 CGPC

闭环系统达到渐近稳定的条件.仿真结果验证了该

算法的有效性.
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