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摘　要 : 将无穷时域的性能指标引入连续时间的广义预测控制 ,通过施加新的终端等式约束 ,把包含无穷时域性能

指标的优化问题转化成可解的二次规划问题.利用后退时域性能指标的单调性 ,给出了保证连续时间广义预测控制

闭环稳定性的条件.仿真例子验证了该算法的有效性.
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Abstract : The cost function with infinite horizon is imported into the continuous2time generalized predictive control.

By importing the new end2point equality const raints , the optimal problem which has a cost function with infinite

horizon can be transformed into a solvable quadric programming problem. The condition for guaranting the stability of

the closed2loop system of continuous2time generalized predictive control is given according to the monotonicity of the

receding2horizon cost . Simulation result shows the effectiveness of the algorithm.
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1　引　　言
　　广义预测控制 ( GPC)算法[1 ]具有模型参数少 ,

对扰动、随机噪声、时滞变化等有较强的鲁棒性等特

点 ,因而在工业过程控制中获得了广泛的应用[2 ,3 ] .

Demircioglu等在离散时间广义预测控制的基础上 ,

提出了连续时间的广义预测控制 (CGPC) [ 4 ] . CGPC

不但具有 GPC的许多优点 ,而且对外界扰动和参数

摄动有更强的鲁棒性和自适应能力[5 ] .

系统的稳定性始终是控制系统设计的核心问

题.由于 GPC算法考虑的是有限时域的优化问题 ,

不易找出可调参数与稳定性之间的显式关系 ,使得

算法闭环稳定性的分析较为困难[628 ] .文献 [ 8 ]采用

无穷时域的性能指标 ,给出了保证 GPC闭环稳定的

条件.现有的预测控制的稳定性结果大都是针对离

散时间系统 ,而关于 CGPC 稳定性的研究并不多

见.文献[ 9 ]利用终端状态约束和终端状态加权 ,给

出一种保证 CGPC系统稳定的方法.

本文针对连续时间的广义预测控制 ,定义了不

同于一般有限时域性能指标的无穷时域性能指标.

通过在预测时域引入等式约束 ,对无穷时域性能指

标进行转化 ,从而获得最优控制律 ,且最优控制序列

满足所引入的终端等式约束.通过后退时域性能指

标的单调性 ,给出了保证 CGPC闭环系统稳定的条

件.最后通过仿真例子验证了该算法的有效性.

2　连续时间的广义预测控制
　　考虑如下连续时间线性模型[4 ] :

Y ( s) =
B (s)
A ( s)

U ( s) +
C( s)
A ( s)

V ( s) . (1)

其中 : Y ( s) ,U ( s) 和 V ( s) 分别是系统的输出、控制

输入和干扰输入 ; A ( s) , B ( s) 和 C(s) 是关于拉氏算

子 s的多项式 ,且 C( s) 是稳定的多项式 ,其定义如

下 :

A ( s) = sna + a1 sna - 1 + ⋯+ ana - 1 s + ana ,

B ( s) = snb + b1 snb- 1 + ⋯+ bnb- 1 s + bnb ,

C( s) = snc + c1 snc- 1 + ⋯+ cnc- 1 s + cnc .
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　　定义性能指标

J =∫
t f

t0

{ [ y 3 ( t + T) - w 3 ( t + T) ]2 +

λu 3 ( t + T) 2 } d T. (2)

其中 y 3 ( t + T) , u 3 ( t + T) 和 w 3 ( t + T) 分别为以

截断的泰勒级数展开式出现的预测输出、预测输入

和未来的设定点 ,且有

y 3 ( t + T) = TN y Y , u 3 ( t + T) = TNu u ,

w 3 ( t + T) = TN y W .

其中

TN y = [1　T　T2 / 2 !　⋯　TN y / N y !] ,

TN u = [1　T　T2 / 2 !　⋯　TN u / N u !] ,

W = [ w ( t) 　0　⋯　0 ]T .

　　最小化性能指标 (2) ,可得最优控制律

u = K( W - y0 ) . (3)

其中

K = ( HT T y H + Tu) - 1 HT T y ,

y0 = [ y ( t) 　y0
1 ( t) 　⋯　y0

N y ( t) ]T .

式中

T u =∫
tt

t0

[ TT
N u T N u ]d T , T y =∫

t f

t0

[ TT
N y T N y ]d T ,

H =

h0 0 ⋯ 0

h1 h0 ⋯ …

h2 h1 ω …

… … ω h0

… … ω h1

hN y ⋯ ⋯ h( N y - N u)

.

hk 为开环系统 B ( s) / A ( s) 的 Markov参数.

基于后退时域策略的算法 ,将预测输入在 T =

0时的值 u3 ( t + 0) = u( t) 作为控制输入 ,可得最优

控制律

u( t) = k ( w - y0 ) , (4)

其中 k为矩阵 K的第一行.

将 A ( s) 分成稳定的和不稳定的两部分 , 即

A ( s) = �A (s) �A ( s) .其中 : �A (s) 为根全部在复平面左

半部分的多项式 , �A ( s) 为根在复平面右半部分或原

点的多项式.它们分别为

�A ( s) = sn�a + �a1 sn�a - 1 + ⋯+ �an�a - 1 s + �an�a ,

�A ( s) = sn�a + �a1 sn�a - 1 + ⋯+ �an�a - 1 s + �an�a .

　　定义预测时域

N y = max[ N u + nb - 1 , n�a ].

假设 u( t + T) = 0 , T ≥N y ,即系统达到稳定后 ,系

统的输入为零.由此可得

�Y ( s) =
B (s)

A
～

( s)
U ( s) +

C( s)

A
～

( s)
V ( s) = �A ( s) Y ( s) .

(5)

�Y的输出预测为
�y ( t + T) = TN y �H u + TN y �y 0 . (6)

其中

�y0 = [ �y ( t) 　�y0
1 ( t) 　⋯　�y0

N y ( t) ]T ,

�H =

�h0 0 ⋯ 0

�h1 �h0 ⋯ …

�h2 �h1 ω …

… … ω �h0

… … ω �h1

�hN y ⋯ ⋯ �h( N y - N u)

.

其中 �hk 为开环系统 B ( s) / �A ( s) 的 Markov系数.

3　无穷时域的连续时间广义预测控制
　　定义无穷时域性能指标

J ∞ =∫
∞

0
[ e2 ( t + T) +λu2 ( t + T) ]d T. (7)

其中 :λ为控制加权 , e( t + T) 为跟踪误差且定义为

e( t + T) = y ( t + T) - w ( t + T) .

对于 t ≥0 ,有 w ( t) = w t , w t 为时刻 t的设定点.与

定义在区间 [ t0 , t f ] 上的有限时域性能指标 (2) 相

比 ,式 (7) 是定义在区间 [0 , ∞) 上的无穷时域性能

指标.

采用无穷时域性能指标的 CGPC的控制律 ,是

通过最小化一个受预测误差等式约束的性能指标

(7) 获得的 ,因此优化问题可描述如下 :

min J ∞ =∫
∞

0
[ e2 ( t + T) +λu2 ( t + T) ]d T ,

s. t . e( t + T) = y ( t + T) - w ( t + T) . (8)

显然 ,这是一个不可解的优化问题.为使其转化为可

解的优化问题 ,引入终端等式约束

�y ( t + T) = �A (0) w ( t + T) , Π T ≥N y . (9)

文献[8 ]通过引入终端等式约束进行离散系统的状

态空间实现 ,从而将不可解的优化问题转化为二次

规划问题.由于连续系统与离散系统不同 ,本文通过

引入新的终端等式约束 (9) 进行连续系统的状态空

间实现.

由式 (5) 知在时域中有

�y ( t + T) =

a[ y0 ( t + T) 　y1 ( t + T) 　⋯　y n�a ( t + T) ]T ,

(10)

其中

a = [ �an�a 　�an�a - 1 　⋯　�a1 　1 ].

将式 (9) 代入式 (10) ,可得

a[ e( t + T) 　e1 ( t + T) 　⋯　en�a ( t + T) ]T = 0 ,

T ≥N y . (11)

假设

z = [ e( t + T) 　e1 ( t + T) 　⋯　en�a - 1 ( t + T) ]T ,

833
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Φ =
0n�a - 1 ,1 In�a - 1

- �an�a - �an�a - 1 ⋯ - �a1

.

其中对于任给的 k和 l ,0 k , l 表示一个 k ×l维的零矩

阵.根据式 (11) 有

Ûz =Φz , e( t + T) = L z ,

其中 L = [1　0　⋯　0 ].显然 ,Φ为稳定且可逆的

矩阵.因此有

z = eΦT z ( t + N y ) , lim
T→∞

z = 0 , T ≥N y .

于是

∫
∞

N y
e2 ( t + T) d T =∫

∞

N y
( L z z T L T ) d T =

-
1
2

LΦ- 1 z ( t + N y ) e( t + N y ) . (12)

将式 (12) 代入式 (7) ,可得

J ∞ = J -
1
2

LΦ- 1 z ( t + N y) e( t + N y) , (13)

其中

J =∫
N y

0
[ e2 ( t + T) +λu2 ( t + T) ]d t.

　　因此 ,采用无穷时域性能指标的 CGPC ,其优化

问题可转化成如下二次规划问题 :

min J -
1
2

LΦ- 1 z ( t + N y) e( t + N y) ,

s. t . �y ( t + T) = �A (0) w ( t + T) , Π T ≥N y .

(14)

　　下一节将证明 ,引入的终端等式约束不会影响

无穷时域 CGPC的控制目标.因此优化问题 (14) 与

优化问题 (8) 是等价的 ,即求解此二次规划问题可

得到最优控制律.

4　终端等式约束
　　本节在系统稳定和不稳定两种情况下 ,分析终

端等式约束 (9) 对控制目标的影响.

如果系统 (1) 是稳定的 ,则有 �A ( s) = A ( s) ,因

此 �A ( s) = 1 , n�a = 0 .此时式 (5) 可化为

�Y (s) = B ( s) U ( s) + C( s) V ( s) = A (s) Y ( s) .

(15)

因此终端等式约束可化为

�y ( t + T) = A (0) w ( t + T) . (16)

如果这个约束条件成立 ,则 CGPC的无穷时域性能

指标可转化为可解的性能指标 ,并且保证

y ( t + T) →w ( t) = w t , t →∞.

如果这个约束条件不能满足 ,则将导致一个非零的

稳态误差 ,从而得到一个无界的性能指标.因此 ,最

小化性能指标 (13) 得到的控制序列一定满足终端

等式约束.

如果系统 (1) 是不稳定的 ,则 �y描述了系统不稳
定部分的输出.终端等式约束说明 :

1) 系统不稳定的部分一定能在时间 T < N y时

达到稳态 ;

2) 时刻 t + N y 的 �y 所导致的稳态误差要求保
证

y ( t + T) →w ( t) = w t , t →∞.

　　如果条件 1) 不满足 ,则系统不稳定的部分在 t

+ N y后不可控 ,因为假设 u( t + T) = 0 , T ≥N y ;如

果条件 2) 不满足 ,则预测的稳态将远离设定点 ,导

致无界的性能指标.因此 ,如果最优控制有足够的自

由度满足 1) 和 2) ,则无穷性能指标最小的控制方案

必须满足终端等式约束 ,即式 (8) 与式 (14) 等价 ;如

果没有足够的自由度满足终端等式约束 ,则性能指

标是无界的 ,将得到不稳定的结果.因此 ,引入的终

端等式约束不影响控制目标.

5　闭环稳定性
　　本节依据后退时域性能指标的单调性[8 ] ,证明

闭环系统的稳定性.

定理 1　对于采用无穷时域性能指标 (7) 的

CGPC ,如果控制加权λ> 0 ,则其闭环系统是渐近稳

定的.

证明 　令 u3 ( t + T) 为时刻 t的最优控制 ,从而

得出最优的预测误差 e3 ( t + T) 和最优的性能指标

J 3
t .在时刻 t + 1 ,性能指标 J +

t+1 可定义为

J +
t+1 = J 3

t -∫
1

0
[ e3 2 ( t + T) +λu 3 2 ( t + T) ]d T.

(17)

因为在时刻 t + 1的性能指标不会大于 J +
t+1 ,所以

J 3
t+1 ≤J t+1 =

J t -∫
1

0
[ e2 ( t + T) +λu2 ( t + T) ]d T. (18)

于是可得最优性能指标列{ J 3
t+ k } 是单调递减的 ,且

有下界 0 .当 u3 ( t + T) = u( t + T) 时 ,有 e( t + T)

= e3 ( t + T) ,代入式 (18) ,则有

∫
1

0
[ e2 ( t + T) +λu2 ( t + T) ]d T ≤J 3

t - J 3
t+1 .

(19)

因为{ J 3
t+ k } 是收敛的 ,所以当 t →∞时 ,式 (19) 的右

边会衰减到 0 ,从而导致

e2 ( t + T) +λu2 ( t + T) →0 , t →∞.

　　因此 ,只要选择控制加权λ > 0 ,便有 e( t + T)

→0 , t →∞.从而保证了 CGPC闭环系统的渐近稳

定性. □

6　仿真例子
　　设系统方程为

B ( s)
A ( s)

=
1

s ( s2 + 1)
, C( s) = 0 . 2s2 + s + 1 .

给定跟踪目标设为 w t = 1 . 4 ,采用无穷时域的性能

933
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指标

J ∞ =∫
∞

0
[ e2 ( T) + 0 . 001 u2 ( T) ]d T.

设定当前时刻 t = 0 ,当 N u = 3时 ,由预测时域的定

义可知 N y = 3 .仿真得到的系统输出曲线如图 1所

示.

图 1　参考信号和闭环系统输出

从图 1 可以看出 ,系统的输出曲线能够跟踪设

定的目标 ,且输出与设定值之间的误差随着时间的推

移趋于零.这说明闭环系统具有良好的渐近稳定性.

7　结 　　论
　　本文将离散时间 GPC采用的无穷时域的性能

指标引入 CGPC稳定性的研究.通过施加不影响控

制目标的终端等式约束 ,对无穷时域的性能指标进

行转化 ,从而使不可解的优化问题转化为可解的二

次规划问题 ;进而求解二次规划问题 ,得到最优控制

律.由后退时域性能指标的单调性 ,得到了使 CGPC

闭环系统达到渐近稳定的条件.仿真结果验证了该

算法的有效性.
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