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模态跳变概率可控的 Markov跳变线性系统的优化

徐琰恺 , 陈　曦
(清华大学 智能与网络化系统研究中心 , 北京 100084)

摘　要 : 研究模态跳变概率可控的 Markov跳变线性二次模型的最优控制问题.考虑两类模态跳变控制策略 :开环模

态控制和闭环模态控制 ,应用策略迭代和性能势的概念 ,给出了最优的闭环模态控制优于最优的开环模态控制的充

分条件 ,以指导最优控制器的设计.在已知最优的开环模态控制策略的基础上 ,应用策略迭代给出了构造闭环模态控

制策略的方法 ,以进一步改善系统的性能.
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Abstract : The optimal control p roblem of Markov jump linear quadratic model with controlled jump probabilities of

modes is investigated. Two kinds of mode control policies , open2loop control policy and close2loop control policy , are

considered. By using policy iteration and performance potential concept , a sufficient condition for the optimal close2
loop control policy being better than the optimal open2loop control policy is p roposed. The condition is helpful for the

design of an optimal controller. Furthermore , based on the optimal open2loop control policy , by using policy iteration ,

an efficient algorithm is proposed to const ruct a close2loop control policy , and the performence of the system is further

improved.
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1　引　　言
　　近年来 , 切换系统理论成为系统理论研究的热

点之一[1 ] . Markov跳变线性系统 (MJL S)是研究较

为成熟的一类切换系统 ,它在柔性制造系统、电力系

统、经济系统、库存控制等工作模态跳变的实际系统

中得到了广泛的应用[2 ,3 ] . MJL S 的研究成果很丰

富[ 426 ] ,近年来国内学术界也取得了很多成果[7210 ] .

本文考虑离散时间跳变线性二次高斯 (JL Q G)

模型的优化问题.标准 Markov跳变系统的模态跳

变依赖于一个 Markov 链 ,该 Markov 链的转移概

率是给定的.在实际系统中 ,工作模态的跳变虽然是

随机的 ,但其跳变概率往往是可控的 (或可在有限集

合中选取) .例如机器从正常模态到故障模态的跳

变 ,故障概率依赖于日常检修的力度 ;网络化控制系

统中控制信号的接收和丢失两种模态的切换 ,依赖

于通信信号的强度.有关这类模态跳变概率可控问

题的研究较少[11213 ] ,且只针对特殊问题.

本文讨论两类模态跳变概率的控制策略 ,分别

称作开环模态控制和闭环模态控制 ,分析了它们与

标准的 JL Q G的关系.一般而言 ,求解最优的开环

模态控制是较小空间的搜索问题 ,较为容易求解 ,而

寻找最优的闭环模态控制则很困难.本文应用策略

迭代和性能势的概念 ,给出了最优的闭环模态控制

优于最优的开环模态控制的充分条件.基于这一条

件容易构造出闭环模态控制策略 ,其性能优于最优

的开环模态控制策略.
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2　问题描述
　　Markov 跳变系统是一类具有两种动态的混杂

系统 :一种称为模态 ,由有限离散状态的 Markov 链

描述 ;另一种称为状态 ,由每一模态下的状态空间方

程描述.考虑如下离散时间线性系统 :

x k+1 = A (θk ) x k + B (θk ) uk +σ(θk ) w k . (1)

其中 : k为离散时刻 , x k ∈Rn为状态 ,θk ∈S = { 1 ,2 ,

⋯, S} 为模态 , uk ∈Rm 为控制变量 , w k 为零均值、

协方差矩阵为单位阵的独立同分布随机变量 ;

A (θk ) , B (θk ) ,σ(θk ) 是依赖于模态的合适维数的矩

阵.模态θk 符合 Markov链 ,其转移概率矩阵 p =

{ pij } i , j∈S .假设该 Markov链是遍历的 ,稳态概率π

= [π1 ,π2 , ⋯,πS ].待优化的性能指标为

J ( x0 ,θ0 ) =

lim
K→∞

1
K

E{ ∑
K- 1

k = 0
[ f u (θk , x k ) ] | x0 ,θ0 } . (2)

其中代价函数

f u (θk , x k ) = x T
k M (θk ) x k + uT

k N (θk ) uk .

假设系统 (1) 是随机可镇定的 ,对于稳定系统 ,性能

指标 (2) 存在且与初值无关[5 ] .为表述方便 ,当θk =

i时 ,矩阵 A (θk ) , B (θk ) ,σ(θk ) , M (θk ) , N (θk ) 简记为

A i , B i ,σi , M i , N i .令 ai =σiσT
i ,假设矩阵 M i和 N i是

半正定矩阵.

如果从模态 i跳变到其他模态的转移概率{ pij ,

Π j ∈S} 并非事先给定 ,而是可从一个有限集合 Y i

中任意选取的 ,则称模态跳变概率 p = { p ij } i , j∈S 可

控.本文研究模态跳变概率可控的 JL Q G的优化问

题.这时的容许控制策略 L是反馈控制律 u和模态

跳变控制策略的组合 ,记为 L = { u , p} .

考虑两类跳变控制策略 :第一类策略中跳变概

率与当前的系统状态 x无关 ,即对于任何 x ,跳变概

率取值相同 ,这类跳变控制策略称作开环模态控制 ;

第二类策略中跳变概率与当前系统状态相关 ,对于

不同的 x ,跳变概率也不同 ,可称作闭环模态控制 ,

相应的转移概率记为 pij ( x) .

考虑如下优化问题 :

问题1　寻找状态反馈控制律 u( i , x) 和闭环模

态控制 pij ( x) ,使得性能 (2) 最小.记问题 1的容许

控制策略为 L1 = { u( i , x) , pij ( x) } ,其中最优的控

制策略记为 L 3
1 .

问题2　寻找状态反馈控制律 u( i , x) 和开环模

态控制 pij ,使得性能 (2) 最小.记问题 2的容许控制

策略为 L2 = { u( i , x) , pij } ,其中最优的控制策略记

为 L 3
2 .

问题3　给定模态转移概率矩阵 p ,寻找状态反

馈控制律 u( i , x) ,使得性能 (2) 最小.记问题 3的容

许控制策略为 L3 ( p) = { u( i , x) } ,其中最优的控制

策略记为 L 3
3 ( p) .

问题 3是标准的 JL Q G问题 ,它的最优解由如

下引理给出 :

引理1[5 ] 　给定转移概率矩阵 p = { p ij } i , j∈S ,则

问题 3的最优反馈控制律为

u3 ( i , x) = - L i x ,

L i = [ N i + B T
i F iB i ] - 1 B T

i F i A i .

其中 Fi = ∑
i∈S

p ij K j , Ki 是代数耦合 Riccati 方程的

解 ,即

Ki = A T
i F i A i + M i - A T

i F i B iL i .

此时系统最优性能为

JL 3
3 ( p)

= ∑
i∈S
πi t r ( ai F i ) .

　　对于问题 3 ,采用与文献[13 ]类似的方法 ,应用

文献[5 ]的结果容易证明 ,最优反馈控制律 u3 ( i , x)

对应的值函数 (也称性能势[14 ] ) 为

gL 3
3 ( p) ( i , x) = x T Ki x + qi . (3)

qi 是如下方程的解 :

( I - p) q + JL 3
3 ( p)

e - �f = 0 . (4)

其中 : I是单位阵 , q = [ q1 , ⋯, qS ]T , e = [1 , ⋯,1 ]T ,

�f = [ �f 1 , ⋯, �f S ]T , �f i = t r ( ai F i ) .方程 (4) 的解不唯

一 ,如果 qi ( Π i ∈S) 是它的解 ,则对于任意常数 c , qi

+ c( Πi ∈S) 也是方程 (4) 的解.文献[14 ]给出了如

下形式的一个特解 :

q = ( I - p + eπ) - 1 �f . (5)

　　如果 pij 是可控的 ,则{L 3
3 ( p) , pij } 是问题 2的

一个容许控制策略. 令 p 3 = arg min
p

{ J {L 3
3 ( p) , pij } } ,

则L 3
2 = {L 3

3 ( p 3 ) , p 3
ij }是问题2的最优容许控制策

略 ,且 L 3
3 ( p 3 ) 的性能与 L 3

2 的性能相同 ,即 JL 3
2 =

JL 3
3 ( p 3 )

.通过求解问题 3 ,在{ Y i , Πi ∈S} 空间上搜

索最优的开环模态控制 ,可求得问题 2 的最优策略

L 3
2 .也可采用文献[13 ]提出的梯度下降算法进行寻

优.

问题 1的求解相对较为困难.问题 2的容许控

制策略可看作问题 1 的一类特殊的容许控制策略 ,

即问题 2的策略空间是问题 1 的策略空间的子集.

因此问题 1的最优容许控制策略 L 3
1 的性能不会低

于问题 2的最优容许控制策略 L 3
2 的性能.

动态系统可用 Markov系统建模. 定义转移函

数 Pi ( B | x) 为从模态 i和状态 x 转移到Borel集合

B的概率 , P( j , B | i , x) 为从模态 i和状态 x 转移到

模态 j和Borel集合 B的概率 ,则有 P( j , B | i , x) =

p ij P i ( B | x) .对于任意代价函数 f ( i , x) ,定义相应

的转移算子
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P f ( i , x) = ∑
i∈S

pij∫y∈Rn
P i d ( y | x) f ( j , y) . (6)

其中 Pf ( i , x) 表示当前模态为 i和状态为 x时 ,经过

一步转移后下一时刻代价函数的期望值.记 L为控

制策略 ,它可以是问题 1 ,2 或 3 中的任意一类容许

控制策略.在该策略下的转移函数、代价函数和稳态

性能分别记为 PL , f L和 JL .文献[15 ]给出了策略迭

代公式 ,用于进行性能优化.

引理 2[15 ] 　策略 L′优于策略 L ,当且仅当 :

1) 任取 i ∈S , x ∈Rn ,有

PL′gL ( i , x) + f L′( i , x) ≤PL gL ( i , x) + f L ( i , x) .

　　2) 存在 l ∈S和测度不为零的集合 X < Rn ,使

得任取 x ∈ X ,有

PL′gL ( l , x) + f L′( l , x) < PL gL ( l , x) + f L ( l , x) .

其中 gL 是策略 L对应的性能势 ,它满足 Poisson方

程 JL + gL = f L + PL gL .

3　两类模态控制策略的分析
　　本节讨论问题 1的最优容许控制策略优于问题

2的最优容许控制策略的条件.

引理 3　如果 ϖ l ∈S , X < Rn , �p lj ∈Y l ,使得

对于 l和 x ∈ X ,有

∑
j∈S

�p lj∫y∈Rn
PL 3

3 ( p 3 )
l (d y | x) gL 3

2 ( j , y) <

∑
j∈S

p 3
ij∫y∈Rn

PL 3
3 ( p 3 )

l (d y | x) gL 3
2 ( j , y) , (7)

则 L 3
1 优于 L 3

2 .

证明 　L 3
2 可看作问题 1的一个容许控制策略

�L1 = {L 3
3 ( p 3 ) , �p ij ( x) = p 3

ij , Π x} ,L 3
2 与 �L1的性能

相同.构造问题 1的容许控制策略L′1 = {L 3
3 ( p 3 ) ,

p′ij ( x) } ,其中

p′ij ( x) =
�p ij , i = l , x ∈ X ;

p 3
ij , 其他.

(8)

注意到代价函数 f u ( i , x) 仅与反馈控制律有关 ,与

模态跳变控制策略无关 ,于是有

PL′1 g�L1 ( i , x) + f L′1 ( i , x) =

∑
j∈S

p′ij ( x)∫y∈Rn
PL 3

3 ( p 3 )
i (d y | x) gL 3

2 ( j , y) +

f L 3
3 ( p 3 ) ( i , x) ,

P�L1 g�L1 ( i , x) + f �L1 ( i , x) =

∑
j∈S

p 3
ij∫y∈Rn

PL 3
3 ( p 3 )

i (d y | x) gL 3
2 ( j , y) +

f L 3
3 ( p 3 ) ( i , x) .

根据式 (7) 和 (8) ,对于 l和 x ∈ X ,有

PL′1 g�L1 ( l , x) + f L′1 ( l , x) <

P�L1 g�L1 ( l , x) + f �L1 ( i , x) ;

对于其他模态 i和状态 x ,有

PL′1 g�L1 ( i , x) + f L′1 ( i , x) =

P�L1 g�L1 ( i , x) + f �L1 ( i , x) .

由引理 2知L′1 优于 �L1 ,同时L 3
1 不差于L′1 ,所以L 3

1

优于 �L1 .因为 L 3
2 = �L1 ,所以 L 3

1 优于 L 3
2 . □

引理 4　如果 ϖ l ∈S , X < Rn , �p lj ∈Y l ,使得

对于 l和 x ∈ X ,有

∑
j∈S

�p lj [ x T ( A l - B lL l )
T Kj ( A l - B lL l ) x +

t r ( al K j ) + qj ] <

∑
j∈S

p 3
ij [ x T ( A l - B lL l )

T Kj ( A l - B lL l ) x +

t r ( al K j ) + qj ] , (9)

则 L 3
1 优于 L 3

2 .其中 Ki , qi , L i ( Πi ∈S) 是给定 p 3

条件下问题 3的解.

证明 　将式 (3) 代入式 (7) ,由引理 3和引理 4

易证. □

记

Π Χ ( A l - B lL l )
T ∑

j∈S
Kj ( �p lj - p 3

lj ) ( A l - B lL l ) ,

Γ Χ ∑
j∈S

( t r ( al K j ) + qj ) ( p 3
lj - �p lj ) ,

则式 (9) 等价于

x TΠx <Γ. (10)

　　由上述引理 ,可得到最优的闭环模态控制优于

最优的开环模态控制的充分条件如下 :

定理 1　如果 ϖ l ∈S , X < Rn , �p lj ∈Y l ,并且

满足下面 3个条件之一 :

1) Π是不定矩阵 ;

2) Π是非零半正定矩阵 ,且Γ > 0 ;

3) Π是非零半负定矩阵 ,且Γ < 0 .

则 L 3
1 优于 L 3

2 . Ki , qi , L i ( Π i ∈S) 是给定 p 3 条件

下问题 3的解.

证明 　首先说明式 (10) 不可能恒成立.如果它

恒成立 ,从引理 2可得出 �p lj 优于 p 3
lj ,这与 p 3

lj 是问

题 2的最优容许控制策略相对应的转移概率矩阵矛

盾 ,因此式 (10) 的解不可能是 Rn 空间.引理 4的条

件等价于 :对于问题 2的最优容许控制策略 L 3
2 , ϖ l

∈S , �p lj ∈Y l ,使得式 (10) 的解存在.

矩阵Π有 4种情况 :非零半正定 ,非零半负定 ,

零和不定.针对这 4种情况分别加以讨论.

当条件 1) 成立时 ,即Π是不定的 ,则无论Γ取

何值 ,式 (10) 的解都存在.

当条件 2) 成立时 ,即Π是非零半正定的 ,则有 0

≤ x TΠx < + ∞.式 (10) 既不恒成立但又有解 ,这等

价于Γ > 0 .

当条件 3) 成立时 ,即Π是非零半负定的 ,则有

- ∞ < x TΠx ≤0 .如果Γ≥0 ,则由引理 2知 �p lj 优
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于 p 3
lj ,这与前提条件矛盾 ,所以Γ < 0 .

如果Π = 0 ,则当Γ > 0时 ,式 (10) 的解为 Rn ;

当Γ≥0时 ,式 (10) 无解.所以Π不可能为零. □

定理 1给出了最优的闭环模态控制优于最优的

开环模态控制的充分条件.当这一条件满足时 ,闭环

模态控制比开环模态控制好.这对于控制器的设计

具有指导意义.对于模态跳变概率可控的优化问题 ,

寻找最优的开环模态控制是一个较小空间的搜索问

题 ,相对较为简单.寻找闭环模态控制相当困难 ,因

为当模态跳变依赖于系统状态时 ,状态反馈控制律

无法用求解标准 JL Q G问题的方法求出 ,仅有的方

法是计算量较大的动态规划或基于离散化和仿真的

策略迭代方法[15 ] .如果找到了最优的开环模态控制

策略 ,便可采用定理 1给出的充分条件 ,判断是否存

在更好的闭环模态控制策略 ,从而对模态跳变概率

作进一步的优化.

针对两模态一维的系统 ,定理 1 的条件可以得

到简化.

推论 1　m = n = 1 ,模态集合 S = { 1 ,2} .如果

ϖ l ∈S , �p lj ∈Y l , �p lj ≠ p 3
lj ,使得

(σ2l K2 + q2 ) - (σ2l K1 + q1 )
( A l - B lL l )

2 ( K1 - K2 )
> 0 , (11)

则 L 3
1 优于 L 3

2 .其中 Ki , qi , L i ( Πi ∈S) 是给定 p 3

条件下问题 3的解.

证明 　在此情况下 ,有

Π = ( A l - B lL l )
2 ( �p l1 - p 3

l1 ) ( K1 - K2 ) ,

Γ = ( p 3
l1 - �p l1 ) [ (σ21 K1 + q1 ) - (σ21 K2 + q2 ) ].

根据定理 1 ,易证推论 1成立. □

此时可进一步求出区间 X.求解方程Πx 2 =Γ,

可得到

x + =
(σ2l K2 + q2 ) - (σ2l K1 + q1 )

( A l - B lL l )
2 ( K1 - K2 )

,

x - = -
(σ2l K2 + q2 ) - (σ2l K1 + q1 )

( A l - B lL l )
2 ( K1 - K2 )

.

(12)

　　当式 (11) 成立时 , x + 和 x - 存在. 当 ( �p l1 -

p 3
l1 ) ( K1 - K2 ) > 0时 ,区间 X = [ x - , x + ] ;当 ( �p l1 -

p 3
l1 ) ( K1 - K2 ) < 0时 ,区间 X = ( - ∞, x - ] ∪[ x + ,

+ ∞) .

如果定理 1的条件成立 ,则需要寻找问题 1的

容许控制策略来优化系统性能.寻找 L 3
1 是相当困

难的.作为折中 ,期望寻找一个满意的问题 1的容许

控制策略 ,使它比 L 3
2 有较大的改进.以上引理和定

理的证明都是构造性的 ,由此容易构造一个闭环模

态控制.将原有的反馈控制律与该闭环模态控制相

结合 ,可得到一个新策略 ,这个新策略比 L 3
2 及相应

的开环模态控制 p 3 更好.

算法 1　构造问题 1的容许控制策略 ,其步骤

如下 :

1) 求解得到问题 2的最优容许控制策略 L 3
2 .

2) 检验定理 1 的条件 ,当它满足时 ,可能存在

不止一个模态 l ∈S , Y l中也可能存在多个满足条件

的 �p lj .此时任选一组满足条件的模态 l ∈S ,以及相

应的 X < Rn , �p lj ∈Y l .

3) 对 L 3
2 作一步策略迭代 ,用式 (8) 构造出 L′1

= {L 3
3 ( p 3 ) , p′ij ( x) } .

4　数值算例
　　设有两模态一维的系统 , S = { 1 ,2} .

A 1 = 0 . 5 , B1 = 2 , M1 = 1 , N 1 = 10 ,σ1 = 2 ,

A 2 = 1 , B2 = 1 , M2 = 2 , N 2 = 10 ,σ2 = 1 ,

Y1 = { [0 . 8 0 . 2 ] , [0 . 2 0 . 8 ]} ,

Y2 = { [0 . 5 0 . 5 ]} .

　　求解最优的开环模态控制 ,得到

p 3 =
0 . 8 0 . 2

0 . 5 0 . 5
.

此时 K1 = 1 . 236 , K2 = 2 . 614 , q1 = 6 . 549 , q2 =

0 . 664 , L 1 = 0 . 094 , L 2 = 0 . 161 .当 l = 1时 ,有

(σ21 K2 + q2 ) - (σ21 K1 + q1 )
( A 1 - B1 L 1 ) 2 ( K1 - K2 )

= 2 . 772 > 0 ,

因此问题 1的最优容许控制策略 L 3
1 优于 L 3

2 .由式

(12) 得到 X = [ - 1 . 665 ,1 . 665 ].应用算法 1 ,可构

造性能更好的闭环模态控制.当 x ∈ X 时 ,有

p′( x) =
0 . 2 0 . 8

0 . 5 0 . 5
;

否则 , p′( x) = p 3 .通过仿真可知 ,在 L 3
2 下系统性

能为 4 . 87 ;由算法 1构造的L′1下 ,系统性能为 4 . 06 ,

比 L 3
2 的性能优化了 17 %.

5　结 　　论
　　本文考虑两类模态跳变控制策略 ,给出了最优

的闭环模态控制优于最优的开环模态控制的充分条

件.当优化模态跳变概率为可控的 JL Q G系统时 ,

首先寻找最优的状态反馈控制和最优的开环模态控

制 ,然后验证本文给出的充分条件.如果满足 ,则继

续寻找更优的闭环模态控制 ;否则 ,开环控制已经足

够好 ,不必继续进行大量的计算.如果最优的闭环模

态控制难以得到 ,则应用算法 1 构造一个闭环模态

控制 ,这样可显著地改善系统的性能.最后通过算例

验证了该算法的有效性.
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