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基于完备容差关系的扩充粗糙集模型
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摘　要 : 针对扩充粗糙集模型所处理的不完备信息系统之间存在的差异 ,提出了信息系统完备度的概念 ;在此基础

上 ,提出了基于完备容差关系的扩充粗糙集模型.与基于容差关系、相似关系、限制容差关系等扩充粗糙集模型相比 ,

该模型既保留了已有模型的优点 ,又在一定程度上克服了已有模型的局限性.通过实例说明新模型对不完备信息系

统的处理更符合实际情况.
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Abstract : The incomplete information systems which are processed by extended rough set models are different f rom

each other. In order to describe these differences , the conception of completed degree is presented. The

indiscernibility relation in classical rough set is extended to completed tolerance relation based on completed degree.

Compared with the relations in other extensions of rough set , such as tolerance relation , similarity relation and limited

tolerance relation , the new relation takes into account the differences between different incomplete information

systems. A new extension of rough set based on the completed tolerance relation is put forward to deal with the

incomplete systems. Two examples are given to illust rate the validity of the presented model.
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1　引　　言
　　粗糙集理论是处理不精确、不确定信息的数学

工具[124 ] .经过 20余年的发展 ,粗糙集理论在智能信

息处理、模式识别、数据挖掘等领域得到了广泛的应

用[ 528 ] .但经典粗糙集理论只适用于完备的信息系

统 ,即所有样本对象的属性值都是确切已知的.由于

数据采集能力有限等原因 ,现实中绝大多数信息系

统都是不完备的 ,即某些样本对象的部分属性值是

空值.

粗糙集理论适用于处理不完备信息系统.目前

主要有两种方法 :一种是间接处理方法 ,即通过数据

预处理 ,把不完备信息表转化为完备信息表 ;另一种

是直接处理方法 ,即在不完备信息系统下 ,对经典粗

糙集理论的相关概念进行扩充.间接方法使用较为

简便 ,但容易造成信息丢失 ,且在填充信息过程中会

引入新的不确定性.直接方法无需进行数据预处理 ,

在一定程度上保留了原有系统的特征信息 ,因此得

到的处理结果更为客观.

常用的直接处理方法有基于容差关系[9 ]、相似

关系[ 10 ]、限制容差关系[ 11 ]、修正容差关系[12 ]等多种

扩充粗糙集模型.这些模型在处理不完备信息时 ,只

考虑信息系统内部对象间的关系 ,没有考虑由于属

性值缺失程度不同 ,不完备系统之间存在的差异.

本文分析比较了已有的粗糙集扩充模型 ,针对

不完备系统间的差异提出信息系统完备度的概念 ,

据此对限制容差关系进行改进 ;进一步提出了基于

完备容差关系的扩充粗糙集模型 ,该模型充分利用

不完备系统自身包含的信息 ,克服了其他模型的局
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限性 ,更适合对不完备信息系统的处理.

2　粗糙集扩充模型
　　本节给出对目前常用的几种扩充粗糙集模型的

基本定义 ,并对其性质进行比较分析.

给定信息表 S = (U , A ) ,其中 :A = C ∪{ d} ,

C是条件属性集合 , d是决策属性.记遗漏值为“3”.
Kryszkiewicz[9 ] 给出的容差关系定义如下 :

定义 1　容差关系 T定义为

T ( x , y) = { ( x , y) ∈U ×U | Πa ∈A ( a( x) =

3 ∨a( y) = 3 ∨a( x) = a( y) ) } .

(1)

　　对象 x ∈U的容差类 ,在容差关系下 ,对象集 X

的下近似 ( T X ) 和上近似 ( T X ) 分别定义为

T ( x) = { y ∈U | ( x , y) ∈ T} ,

T X = { x ∈U | T ( x) Α X} ,

T X = { x ∈U | T ( x) ∩ X ≠ Á} .

(2)

　　容易看出 ,容差关系是自反和对称的 ,但不一

定是传递的. 容差关系认为 ,未知值“3”与任何已
知属性值相等 ,会导致两个个体在没有明确相同已

知属性信息的情况下 (如 x = { 1 , 3 , 2 , 3 , 3 , 3 }

和 y = { 3 ,4 , 3 ,5 , 3 ,6} ) ,划分在同一个容差类 ,

因此其划分粒度过大.

Stefanowski[10 ] 等提出了非对称相似关系 ,定

义如下 :

定义 2　相似关系 S定义为

S ( x , y) = { ( x , y) ∈U ×U | Πa ∈A ( a( x) =

3 ∨a( x) = a( y) ) } . (3)

　　显然 ,相似关系是自反和传递的 ,但不一定对

称.对于任意对象 x ∈U ,可定义两个相似类

S ( x) = { y ∈U | ( y , x) ∈S} ,

S - 1 ( x) = { y ∈U | ( x , y) ∈S} .
(4)

　　在相似关系下 ,对象集 X 的下近似 ( S X ) 和上

近似 ( S X ) 分别定义为

S X = { x ∈U | S - 1 ( x) Α X} ,

S X = { x ∈U | S ( x) ∩ X ≠ Á} .
(5)

　　基于相似关系的扩充粗糙集模型存在一定的

缺陷 :两个对象大部分已知属性值相同 (如 x = { 1 ,

2 ,3 ,4 ,5 , 3 } 和 y = { 1 ,2 ,3 ,4 , 3 ,6} ) ,直观上可判

为相似 ,却因不满足相似关系而被划分到不同的相

似类 ,因此其划分粒度过小.

针对容差关系和相似关系的缺点 ,王国胤提出

了基于限制容差关系的粗糙集扩充模型如下 :

定义 3[11 ] 　限制容差关系 L 定义为

L ( x , y) =

{ ( x , y) ∈U ×U | Πa ∈A ( a( x) =

a( y) = 3 ) ∨[ P( x) ∩ P( y) ≠ Á ∧
Πa ∈A ( ( a( x) ≠ 3 ) ∧ ( a( y) ≠ 3 ) →

( a( x) = a( y) ) ) ]} , (6)

其中 P( x) = { a ∈A | a( x) ≠ 3 } .

对象 x ∈U的限制容差类 ,在限制容差关系下 ,

对象集 X的下近似 ( L X ) 和上近似 ( L X ) 定义为

L ( x) = { y ∈U | ( x , y) ∈L} ,

L X = { x ∈U | L ( x) Α X} ,

L X = { x ∈U | L ( x) ∩ X ≠ Á} .

(7)

　　限制容差关系具有自反性和对称性 ,但不具有

传递性.它的划分粒度介于容差关系与相似关系之

间 ,因此基于限制容差关系的扩充粗糙集模型优于

基于容差或相似关系的扩充粗糙集模型.但限制容

差关系也存在一定的局限性. 文献 [12 ] 指出 ,其划

分粒度可能不一致 ,并提出了基于修正容差关系的

粗糙集模型.

3　基于完备容差关系的扩展粗糙集模型
3 . 1　信息系统的完备度

为了对不完备系统进行有效的处理 ,上述各模

型都对完备系统中的不可分辨关系进行扩充.容差

关系和相似关系是扩充不可分辨关系的两个极端 :

容差关系划分粒度太大 ,容易将没有相同已知属性

信息的个体分到同一个容差类 ;相似关系划分粒度

太小 ,可能将具有很多相同已知属性信息的个体分

到不同的相似类.限制容差关系划分粒度介于容差

关系与相似关系之间 ,但存在划分粒度可能不一致

等不足.

这些扩充的粗糙集模型共同的特点是改变经典

模型中的不可分辨关系 ,构造新的二元关系 ,以便对

不完备信息系统中的对象进行有效分类.但这些扩

充模型都只考虑对象之间的关系 ,没有考虑由于属

性值缺失程度不同而引起的不完备系统之间的差

异 ,这种差异可能导致不同不完备系统中相同的两

组对象具有不同的分类.例如{ 3 ,2 ,1 , 3 } 与{ 3 ,2 ,

3 ,1} 这组对象 ,在某些不完备系统中可能是可分

辨的 ,但在另一些不完备系统中可能是不可分辨的.

对不完备信息的理解 ,存在遗漏语意和缺席语

意两种语意解释[13 ] :遗漏语意认为未知值暂时缺

失 ,将来总能得到 ,并可与任意值匹配 ;缺席语意认

为未知值无法得到 ,不能与任一值相比较.可认为容

差关系是在遗漏语意下解释不完备信息 ,相似关系

是在缺席语意下解释不完备信息.实际上 ,应从遗漏

语意和缺席语意两方面来理解不完备信息系统.为

了描述不同不完备系统的差异 ,引入信息系统完备

度的概念如下 :

定义 4　设不完备信息系统 S = (U , A ) ,其
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中 :U是对象集 , A 是属性集.对象 x i 的完备度γi =

| P( x i ) | / | A | ,式中 : P( x i ) = { a ∈A | a( x i ) ≠

3 } , x i ∈U , |·| 表示集合“·”的基数.则整个信息

系统 S 的完备度为

γ = ∑
| U|

i = 1

γi / | U | . (8)

　　由定义知γ∈(0 ,1 ].γ较小说明信息系统的完

备度较低 ,即已知属性值较少而未知属性值较多 ;γ

较大说明信息系统的完备度较高 ,即已知属性值较

多而未知属性值较少.

由定义 4知 ,当对象数量 | U | 较大时 ,γ能在一

定程度上反映信息系统的完备情况.系统自身属性

值的缺失情况 ,对γ也有很大的影响.信息系统的完

备度可辨别不同不完备系统之间的差异 ,计算简单

且仅依靠不完备信息系统自身的信息 ,不需要人为

地设定参数 ,因此能较客观地描述这种差异.

3 . 2　完备容差关系

信息系统的完备度是对不完备信息系统特性的

一种描述.下面在此概念的基础上对限制容差关系

进行改进 ,给出完备容差关系.

定义 5　设不完备信息系统 S = (U , A) ,其中 :

U是对象集 , A是属性集.设 S的完备度为γ,在U上

二元关系 M为完备容差关系定义如下 :

M ( x , y) =

{ ( x , y) ∈U ×U | Πa ∈A [ ( P( x) ≠ Á) ∧

( P( y) ≠ Á) ∧ | P( x) ∩ P( y) |
min (| P( x) | , | P( y) | )

≥γ∧

Πa ∈A ( ( a( x) ≠ 3 ) ∧ ( a( y) ≠ 3 ) →

( a( x) = a( y) ) ) ]} , (9)

其中 P( x) = { a ∈A | a( x) ≠ 3 } .

不同的不完备信息系统之间存在差异 ,而完备

度γ能唯一表征系统的不完备情况 ,因此用γ作为

判定完备容差关系的标准之一.

由定义知 ,完备容差关系具有自反性和对称性 ,

但不具备传递性.例如 x1 = { 3 , 3 ,1 , 3 } , x2 = { 3 ,

2 ,1 , 3 } , x3 = { 3 ,2 , 3 , 3 } ,由定义 5容易算出

| P( x1 ) ∩ P( x2 ) |
min (| P( x1 ) | , | P( x2 ) | )

= 1 ≥γ,

所以 ( x1 , x2 ) ∈M.同理 , ( x2 , x3 ) ∈M ,但

| P( x1 ) ∩ P( x3 ) |
min (| P( x1 ) | , | P( x3 ) | )

= 0 <γ,

所以 ( x1 , x3 ) | M.

定义 6　设不完备信息系统 S = (U , A) , x ∈

U , X Α U , M是完备容差关系.对象 x的完备容差类

M ( x) 及完备容差关系下 X的下近似 ( M X ) 和上近

似 ( M X ) 分别定义为

M ( x) = { y ∈U | ( x , y) ∈M} ,

M X = { x ∈U | M ( x) Α X} ,

M X = { x ∈U | M ( x) ∩ X ≠ Á} .

(10)

　　将完备容差关系与限制容差关系进行对比和

综合 ,可得如下定理 :

定理 1　设不完备信息系统 S = (U , A) , M 是

完备容差关系 , L 是限制容差关系. 如果

Πx∈U ( P( x) ≠ Á} ,则对于 Π X Α U 都有 L X Α
M X , M X Α L X .

证明 　对于 U 中任意两个对象 x 和 y ,如果

| P( x) ∩ P( y) |
min (| P( x) | , | P( y) | )

≥γ,

则必有 ( P( x) ∩P( y) ) ≠Á ,即 Πx , y∈U ( M ( x , y) →

L ( x , y) ) .由定义 5和定义 3知 , M ( x) = { y ∈U |

( x , y) ∈M} , L ( x) = ( y ∈U | ( x , y) ∈L} ,因此

Πy∈U ( y ∈M ( x) → y ∈L ( x) ) ;反之则不成立.所

以 M ( x) Α L ( x) .由定义 6 和定义 3 易得 , M X =

∪
x∈X

M ( x) , L X = ∪
x∈X

L ( x) .所以 M X Α L X .

因为 M ( x) Α L ( x) ,所以对于U中任意对象 x ,

如果 L ( x) Α X , 则 M ( x) Α X. 又因为 x ∈

L X Ζ L ( x) Α X , x ∈ M X Ζ M ( x) Α X , 所以

Πx∈X ( x ∈L X → x ∈M X ) ;反之则不成立. 所以

L X Α M X . □

定理 2　设不完备信息系统 S = (U , A) , M 是

完备容差关系 , S 是相似关系.如果 Πx∈U ( P( x) ≠

Á) ,则对于 Π X Α U 都有 M X Α S X , S X Α M X .

证明 　由定义 2 中相似关系的定义知 ,如果

( x , y) 满足相似关系 S , 则 | P( x) ∩ P( y) | =

min (| P( x) , | P( y) | ) ,所以

| P( x) ∩ P( y) |
min (| P( x) | , | P( y) | )

= 1 ≥γ.

　　由定义 6知 , ( x , y) 一定满足完备容差关系 M.

同理 ,如果 ( y , x) 满足相似关系 S ,则也一定满足完

备容差关系 M. 即 Πx , y∈U ( S ( x , y) → M ( x , y) ) ,

Πx , y∈U ( S ( y , x) →M ( x , y) ) .

由定义 2和定义 6得 , S ( x) = { y ∈U | ( y , x)

∈ S} , M ( x) = { y ∈ U | ( x , y) ∈ M} . 而

Πx , y∈U ( S ( y , x) →M ( x , y) ) ,所以 Πy∈U ( y ∈S ( x)

→ y ∈ M ( x) ) ; 反之则不能成立. 所以 S ( x) Α
M ( x) . 同理可得 S - 1 ( x) Α M ( x) . 因为 S X =

∪
x∈X

S ( x) , M X = ∪
x∈X

M ( x) ,所以 S X Α M X .

上面已证明 S - 1 ( x) Α M ( x) , 由此得出

Πx∈U ( M ( x) Α X →S - 1 ( x) Α X) .又因为 x ∈M X

和 x ∈S X 分别与 M ( x) Α X和 S - 1 ( x) Α X等价 ,

所以 Πx∈U ( x ∈M X →x ∈S X ) ;反之则不成立.所
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以 M X Α S X . □

由定理 1和定理 2及文献[11 ]可得到如下结论 :

定理 3　设不完备信息系统 S = (U , A) , M是

完备容差关系 , T是容差关系 , S是相似关系 , L是限

制容差关系.如果 Πx∈U ( P( x) ≠ Á) ,则对于 Π X

Α U ,都有 T X Α L X Α M X Α S X , S X Α M X Α L X

Α T X .

由定理 3知 ,完备容差关系吸收了容差关系、相

似关系和限制容差关系的优点 ,克服了三者的缺陷.

完备容差关系划分粒度介于限制容差关系与相似关

系之间 ,并且充分考虑了信息系统完备度的差异 ,因

此其性能优于上述其他扩充模型.

上述定理在 Πx∈U ( P( x) ≠Á) 下都成立 ,即信

息表中任一对象至少包含一个已知的属性值.如果

信息表中存在所有属性值都未知的对象 (如 x =

{ 3 , 3 , 3 , 3 } ) ,则上述定理不再成立.完备容差关

系认为 ,这样的 x 与其他任意的对象属于不同的完

备容差类 ,可以分辨.这是符合逻辑的 ,因为 x 所有

属性值未知 ,与其他对象相同的可能性很小.

4　应用举例
　　下面通过两个实际的不完备信息系统来分析

比较这些扩充粗糙集模型的性能.表 1 类似于文献

[10 ]使用的不完备信息表. 为了对比分析 ,这里用

该表来分析完备容差关系的性质.

表 1　不完备信息系统 1

S a1 a2 a3 a4

x1 3 2 1 0

x2 2 3 2 0

x3 2 3 2 0

x4 3 2 3 1

x5 3 2 3 1

x6 2 3 2 1

x7 3 3 3 3

x8 3 0 0 3

x9 3 2 1 3

x10 1 3 3 3

x11 3 2 3 3

x12 3 2 1 3

　　例 1　设 S = (U , A) 是不完备信息系统 1 ,如

表 1 所示. 其中 :U = { x1 , x2 , ⋯, x12 } 是对象集 , A

= { a1 , a2 , a3 , a4 } 是条件属性集合 ,值域为 [0 ,1 ,2 ,

3 ].记遗漏值为“3”.
利用容差关系、相似关系和限制容差关系分析

此信息表的结果参见文献 [11 ].根据定义 4 算出此

信息系统的完备度γ = 0 . 687 5 .由定义 5给出各个

对象的完备容差类如下 :

M ( x1 ) = { x1 , x11 , x12 } , M ( x2 ) = { x2 , x3 } ,

M ( x3 ) = { x2 , x3 } , M ( x4 ) = { x4 , x5 , x11 } ,

M ( x5 ) = { x4 , x5 , x11 } , M ( x6 ) = { x6 } ,

M ( x7 ) = { x7 , x9 } , M ( x8 ) = { x8 } ,

M ( x9 ) = { x7 , x9 , x11 , x12 } , M ( x10 ) = { x10 } ,

M ( x11 ) = { x1 , x4 , x5 , x9 , x11 , x12 } ,

M ( x12 ) = { x1 , x9 , x11 , x12 } .

　　对比利用限制容差关系分析此信息表的结果 ,

可发现 x4 , x5 , x7 , x12 4个对象的完备容差类和限制

容差类不同.即 L ( x4 ) = { x4 , x5 , x11 , x12 } , L ( x5 ) =

{ x4 , x5 , x11 , x12 } , L ( x7 ) = { x7 , x9 , x12 } , L ( x12 ) =

{ x1 , x4 , x5 , x7 , x9 , x11 , x12 } .下面分析出现这种差异

的原因.

以对象 x4 为例 , ( x4 , x12 ) 满足限制容差关系 ,

因此二者分在同一限制容差类 ,认为是不可分辨的.

但在完备容差关系下

| P( x4 ) ∩ P( x12 ) |
min (| P( x4 ) | , | P( x12 ) | )

= 0 . 5 <γ = 0 . 687 5 ,

因此 x4 和 x12 分在不同的完备容差类 ,在这个不完

备信息表中认为是可分辨的.此信息表的完备度γ

较大 ,认为此信息表较为完备.在缺席语意下理解不

完备信息 ,认为它们是不可得到的 ,不可能与其他值

相等 ,
| P( x) ∩ P( y) |

min (| P( x) | , | P( y) | )
≥γ的可能性较小 ,

所以划分的粒度相对较小. 同样是{ 3 ,2 , 3 ,1} 和

{ 3 ,2 ,1 , 3 } ,在其他不完备信息表中则可能是不可

分辨的.

例2　设 S = (U , A) 是不完备信息系统2 ,如表

2所示. 其中 :U = { x1 , x2 , ⋯, x6 } 是对象集 , A =

{ a1 , a2 , a3 , a4 } 是条件属性集合 ,值域为[0 ,1 ,2 ,3 ].

表 2　不完备信息系统 2

S a1 a2 a3 a4

x1 3 2 3 0

x2 3 2 3 1

x3 3 3 1 3

x4 1 3 3 3

x5 3 2 3 3

x6 3 2 1 3

　　由定义 4 可算出此信息系统的完备度γ =

0 . 458 3 . 根据定义 5可得各个对象的完备容差类如

下 :

M ( x1 ) = { x1 , x5 , x6 } , M ( x2 ) = { x2 , x5 , x6 } ,

M ( x3 ) = { x3 , x6 } , M ( x4 ) = { x4 } ,

M ( x5 ) = { x1 , x2 , x5 , x6 } ,

M ( x6 ) = { x1 , x2 , x5 , x6 } .
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　　由定义 3得到各个对象的限制容差类如下 :

L ( x1 ) = { x1 , x5 , x6 } , L ( x2 ) = { x2 , x5 , x6 } ,

L ( x3 ) = { x3 , x6 } , L ( x4 ) = { x4 } ,

L ( x5 ) = { x1 , x2 , x5 , x6 } ,

L ( x6 ) = { x1 , x2 , x5 , x6 } .

可以看出 ,完备容差关系和限制容差关系对对象集

U 的分类结果是相同的.

例 1中 ( x4 , x12 ) 不满足完备容差关系 ,但本例

中 x2 = { 3 ,2 , 3 ,1} 和 x6 = { 3 ,2 ,1 , 3 } 与例 1中

x4 和 x12 对应相等 , ( x2 , x6 ) 满足完备容差关系.因

为

| P( x2 ) ∩ P( x6 ) |
min (| P( x2 ) | , | P( x6 ) | )

= 0 . 5 >γ = 0 . 458 3 ,

所以二者属于同一完备容差类 ,在不完备信息系统

2中认为是不可分辨的.分析其原因 ,此信息表缺失

值较多 ,因此由定义 4算出的完备度γ较小 ,认为此

信息表完备度较低.在遗漏语意下理解表中的不完

备信息 ,认为它们现在缺失仅是因为被遗漏但又确

实 存 在 , 而 且 可 能 与 任 意 值 匹 配 ,

| P( x) ∩ P( y) |
min (| P( x) | , | P( y) | )

≥γ的可能性较大 ,划分

的粒度相对较大.

综合上面两个例子可以看出 ,限制容差关系在

对不完备信息系统中的对象分类时 ,只考虑对象之

间的关系.如果两个对象的已知属性值都相同 ,则它

们在任意不完备信息系统中的可分辨性是一致的.

完备容差关系分类时 ,不仅考虑对象之间的关系 ,也

考虑不同不完备信息系统之间的差异.如果两个对

象的已知属性值都相同 ,则它们在信息系统完备度

较低的情况下不可分辨的可能性较大 ,但在完备度

较高的信息系统中可分辨的可能性较大 ,这样更符

合实际情况.

5　结 　　语
　　在处理不完备信息系统时 ,一般需要对经典粗

糙集理论进行必要的扩充 ,目前已有基于容差关系、

相似关系、限制容差关系、修正容差关系等的扩充粗

糙集模型.本文分析比较了这些扩充模型的优缺点 ,

给出了信息系统完备度的概念 ;在此基础上 ,提出一

种基于完备容差关系的扩充粗糙集模型 ,该模型考

虑了不同信息系统完备度之间的差异 ,既保留了限

制容差关系扩充模型的优点 ,又克服了容差关系、相

似关系和限制容差关系等扩充模型的局限性 ,对不

完备信息系统的处理更符合现实情况.在完备容差

关系下 ,如何进行信息系统的属性约简 ,将是下一步

的工作任务.
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