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基于λ模糊测度的变权关联多属性决策分析
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摘　要 : 在传统变权理论和λ模糊测度理论的基础上 ,讨论变权关联多属性决策 (VRMADM)理论.首先定义 R2变
权和 R2状态变权 ;然后基于 Marichal 熵理论讨论 VRMADM 问题中属性 (集)权重的计算 ,并归纳出求解 VRMADM

问题的具体步骤 ;最后将 VRMADM 理论应用于企业电子商务建设的方案选择.
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Abstract : The theory of multi2att ribute decision making with variable weight and relationship ( VRMADM ) is

discussed based on the existing theories ofλfuzzy measures and variable weight . At f rist , the concept s of R2variable

weight and R2state variable weight are int roduced. Then the weightes of the att ributes and their coalitions are

calculated based on Marichal ent ropy theory. The step s of solving the problems of VRMADM are summarized.

Finally , VRMADM theory is applied to the developing alternatives of e2business web sites.
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1　引　　言
　　构建决策属性体系是求解多属性决策问题的关

键.一般而言 ,建立的决策属性体系应满足完备性、

代表性和独立性 ,但在难以找到一组既独立又全面

概括的决策属性时 ,往往不得不放松对决策属性独

立性的要求[1 ] .因此对基于关联的多属性决策分析

( RMADM)问题进行探讨 ,具有重要的理论和现实

意义.

RMADM 问题已引起了国内外学者的广泛关

注.考虑到属性间的关联破坏了属性权重的可加性

(属性集的权重等于其包含属性的权重之和) ,无法

用概率测度对属性的权重建模 ,Sugeno 提出了模糊

测度的概念[2 ] .由于一般模糊测度所需的资料量过

于庞大 ,学者们常用λ模糊测度[1 ,3 ,4 ]代替一般的模

糊测度 ,以减少在资料收集过程中的难度.现有的

RMADM理论研究主要集中在属性 (集)权重的计

算和 RMADM 理论在实际中的应用两个方面.文献

[426 ]探讨了决策方案评价值已知情形下 ,RMADM

问题中属性 (集) 权重的计算问题. 文献 [ 628 ]将

RMADM 理论应用于信息融合、事物分类、预测和

市场分析等领域.

考虑到常权决策会导致属性间的互补性太

强[9 ,10 ] ,以及决策者不易给出决策方案的评价值 ,本

文基于模糊测度理论和传统的变权理论 ,提出了变

权 RMADM (V RMADM )理论.首先定义 R2变权和
R2状态变权 ;然后讨论方案评价值未知情形下 ,

VRMADM 问题中属性 (集)权重的计算 ,并归纳出

VRMADM 问题的求解步骤 ;最后将 VRMADM 理

论应用于电子商务网站建设的方案选择.

2　基础知识
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　　假设某 RMADM 问题的属性集为 A = ( a1 ,

⋯, am ) , P( A) 为 A 的幂集.给定λ∈ ( - 1 , ∞) , gλ :

P( X) →[0 ,1 ] ,满足如下条件 :

1) gλ( A) = 1 ;

2) ΠM , N ∈ P( A) ,并且 M ∩N = <,则有

gλ( M ∪N) =

gλ( M) + gλ( N) +λgλ( M) gλ( N) ;

　　3) gλ连续.

此时称 gλ为定义在 P ( A) 上的λ模糊测度. 对于

ΠS Α A , gλ( S) 可解释为属性 (集) S的权重或重要

程度.如果λ = 0 ,则说明属性间相互独立 ;如果 - 1

<λ < 0 ,则说明属性间存在冗余关联作用 ;如果λ

> 0 ,则说明属性间存在补充关联作用.

对于 VRMADM问题 ,属性 ai ( ai ∈A) 在决策

过程中所起的作用不能仅用 gλ( ai ) 描述 ,必须综合

考察所有属性集 S ({ S | ai ∈S , S ∈PA ) } ) 的权重.

参考多人博弈中 Shapley 值的定义 , Grabisch 定义

了基于一般有限离散集模糊测度的属性 Shapley

值[2 ] .假若 gλ为定义在 P ( A) 上的λ模糊测度 ,对于

任意 ai ∈A ,其 Shapley值定义为

I ( ai ) = ∑
m- 1

k = 0

( m - k - 1) !k !
m !

×

∑
T Α A\ ai , | T| = k

( gλ( T ∪ai ) - gλ( T) ) , (1)

其中 I ( ai ) 表示属性 ai 在决策中的贡献 , ∑
m

i = 1
I ( ai )

= 1 .

如果集合 A 中所有属性相互独立 , 则易证

gλ( ai ) = I ( ai ) .

3　R2变权和 R2状态变权的定义和性质
　　对于 V RMADM 问题 ,属性间的可加性遭到破

坏 ,原有的变权和状态变权的公理体系不再适用.在

VRMADM 问题中 ,属性 Shapley值 I ( ai ) ( ai ∈A)

取代了属性权重 ,以描述决策属性 ai 在决策中的综

合贡献.下面依据属性的 Shapley值定义 R2变权和
R2状态变权.

设 X = ( x1 , ⋯, x m ) 为 V RMADM问题的状态

向量 , gλ为定义在 P ( A) 上的λ模糊测度 , I ( ai ) 为属

性 ai ( ai ∈A) 的 Shapley值 ,则一组 m维 R2变权定
义如下 :

定义 1　如果 m 个映射 I ( ai ) ( ai ∈ A) :

I ( ai ) (0 ,1) m → (0 ,1) , ( X) | →I ( ai ) ( X) ,满足如下

公理 :

I1) 归一性 :∑
m

i = 1
I ( ai ) ( X) = 1 ;

I2) 连续性 : I ( ai ) ( X) 关于每个变元 x i ( i = 1 ,

⋯, m) 连续 ;

I3) 惩罚性 : I ( ai ) ( X) 随着 x i ( i = 1 , ⋯, m) 的

增加而下降.

则称 ( I ( a1 ) ( X) , ⋯, I ( am ) ( X) ) 构成的属性

Shapley值向量对应的属性 (集) 权重为一组惩罚型

R2变权向量.

若将 I3) 替换为 I3′) 激励性 : I ( ai ) ( X) 随着

x i ( i = 1 , ⋯, m) 的下降而上升 ,则称满足公理 I1) ～

I3′) 的 属 性 Shapley 值 向 量 ( I ( a1 ) ( X) , ⋯,

I ( am ) ( X) ) 对应的属性 (集) 权重为一组激励型 R2
变权向量.

基于 R2变权向量的概念 ,下面给出 R2状态变
权的公理化定义.

定义 2　给定映射 T :[0 ,1 ] m →(0 , ∞) m ,如果

向量 T ( X) = ( T1 ( X) , ⋯, Tm ( X) ) 满足如下公理 :

T1) x i ≥ x j ] T i ( X) ≤ T j ( X) , i , j = 1 , ⋯,

m ;

T2) T i ( X) ( i = 1 , ⋯, m) 对每个变元连续 ;

T3) 各属性的 Shapley值满足定义 1中的公理

I1) ～ I3) ,即

I ( X) =
( I ( a1 ) T1 ( X) , ⋯, I ( am ) Tm ( X) )

∑
m

i = 1

( I ( ai ) T i ( X) )

=

I ×T ( X)

∑
m

i = 1

( I ( ai ) T i ( X) )

, (2)

则称 T ( X) 为惩罚型 R2状态变权向量.

若将 T1) 替换为

T1′) x i ≥ x j ] T i ( X) ≥ T j ( X) , i , j = 1 , ⋯, m ,

并将 I3) 替换为 I3′) ,则称 T ( X) 为激励型 R2状态
变权向量.

定理 1　如果属性间相互独立 ,则 R2变权与不
考虑关联的变权等价 , R2状态变权与不考虑关联的
状态变权等价.

证明 　设决策属性集为 A = ( a1 , ⋯, am ) ,且属

性间相互独立 ,则有如下等式成立 :

∑
m

k = 1
gλ( ai ) ( X) = 1 , gλ( ai ) ( X) = I ( ai ) ( X) .

将 gλ( ai ) ( X) 记为 w i ( X) ,并代入定义 (1) ,则有以

下结论成立 :

1) ∑
m

i = 1
w i ( X) = 1 ;

2) w i ( X) 关于每个变元连续.

将上述结论代入式 (1) ,此时 R2变权便退化为
不考虑关联的变权 (不考虑关联的变权定义参见文

献[9 ,10 ]) .

类似地 ,可证明如果属性间相互独立 ,则 R2状
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态变权与不考虑关联的状态变权等价. □

由定理 1 得出 : R2变权和 R2状态变权是不考虑
关联的变权和状态变权的一般形式 ,不考虑关联的

变权和状态变权是 R2变权和 R2状态变权在属性
(集) 相互独立时的特例.当属性 (集) 相互独立时 ,

R2变权和 R2状态变权分别退化为不考虑关联的变
权和状态变权.

定理 2　有限个 R2状态变权向量的正线形组
合仍为 R2状态变权向量.

证明 　假设 T i ( X) = ( T i
1 ( X) , ⋯, T i

m ( X) ) ( i

= 1 , ⋯, n) 为 m维 R2状态变权向量 , P = ( p1 , ⋯,

pn) 为任一正向量.

首先证明 T ( X) 满足非负性.如果 T i ( X) 为状

态变权向量 ,则 T i ( X) > 0 .因为 P为任一 m维正向

量 ,所以 T ( X) > 0 必然成立.

然后证明 T ( X) 满足连续性.因为 T i
j ( X) ( i =

1 , ⋯, n , j = 1 , ⋯, m) 对每个变元连续 ,正线形变换

不改变函数的连续性 ,所以 T j ( X) 对每个变元连

续.

最后证明 T ( X) 满足规范性 ,有

I ( X) =
I ×T ( X)

∑
m

i = 1

( I ( ai ) T i ( X) )

=

I ×∑
n

h = 1
ph T h ( X)

∑
m

i = 1
[ I ( ai ) (∑

n

h = 1
ph T h

i ( X) ) ]
. (3)

所以

∑
m

i = 1
I ( ai ) ( X) = ∑

m

i = 1

I ( ai ) ∑
n

h = 1
ph T h ( X)

∑
m

i = 1
[ I ( ai ) (∑

n

h = 1

ph T h
i ( X) ) ]

=

∑
m

i = 1
( I ( ai ) ∑

n

h = 1
ph T h ( X) )

∑
m

i = 1
[ I ( ai ) (∑

n

h = 1
ph T h

i ( X) ) ]
= 1 . (4)

由此定理得证. □

定理 3　有限惩罚型 R2状态变权向量的正线
形组合仍为惩罚型 R2状态变权向量 ,有限激励型 R2
状态变权向量的正线形组合仍为激励型 R2状态变
权向量.

证明 　设 T i ( X) = ( T i
1 ( X) , ⋯, T i

m ( X) ) ( i =

1 , ⋯, n) 为 m维惩罚型 R2状态变权向量 , P = ( p1 ,

⋯, pn) 为任一 m维正向量.这里只要在定理 2的基

础上证明 T ( X) 满足惩罚性即可.

假设 T i ( X) 为惩罚性状态变权向量 ,即

x i ≥ x j ] Th
i ( X) ≤ Th

j ( X) , h = 1 , ⋯, n.

因为 ph ≥0 , h = 1 , ⋯, n ,所以

x i ≥ x j ] ph T h
i ( X) ≤ ph T h

j ( X) .

则有

x i ≥ x j ] ∑
n

h = 1
ph T h

i ( X) ≤∑
n

h = 1
ph T h

j ( X) ,

即

x i ≥ x j ] T i ( X) ≤ T j ( X) .

所以当 T i ( X) ( i = 1 , ⋯, n) 为惩罚型状态变权向量

时 , T ( X) 满足惩罚性.

同理可证明有限激励型 R2状态变权向量的正
线形组合仍为激励型 R2状态变权向量. □

4　VRMADM中属性 (集) 权重的计算
4. 1　属性 Shapley 值的确定

在求解属性 (集) 权重之前 ,首先确定常权情形

下属性的 Shapley值.

设定成对比较属性 Shapley 值的标度 ,在此基

础上通过专家和决策者打分 ,确定常权情形下属性

Shapley 值的判断矩阵. 假设某标度下 VRMADM

问题决策属性 Shapley值的判断矩阵为

R =

I11 I12 ⋯ I1 m

I21 I22 ⋯ I2 m

… … ω …
Im1 Im2 ⋯ Imm

. (5)

其中 I ij (1 ≤i , j ≤m) 表示属性 ai与 a j ( ai , aj ∈A)

的 Shapley之比 ,显然 I ii = 1 .

参考 A H P方法[11 ,12 ] ,判定矩阵 R 的一致性 :如

果 R不满足一致性 ,则可通过与专家或决策者进行

协商 ,修改判断矩阵 ,或参照文献 [13 ,14 ]对矩阵 R

进行处理 ,使其满足一致性 ;如果 R满足一致性 ,则

依据矩阵 R 计算常权情形下各属性的 Shapley 值

( I1 , ⋯, Im ) ,依据 R2变权和 R2状态变权的定义 ,确

定不同状态下属性的 Shapley 值向量 ( I1 ( X) , ⋯,

Im ( X) ) .

4 . 2　属性 (集) 权重的计算

离散模糊测度是概率测度的一般形式[15 ,16 ] ,

Marichal [16 ] 定义了模糊测度熵的概念 ,以度量模糊

测度的不确定性 ,并证明 Marichal 熵具有类似于

Shannon熵的特性 ,例如完备性、介质性等.现给出λ

模糊测度的 Marichal熵公式如下 :

HM ( gλ) = ∑
m

i = 1
∑

S Α A\ ai

γS [ m ] h[ gλ( S ∪ai ) ( X) -

gλ( S) ( X) ] . (6)

其中

h( x) =
- xln x , x > 0

0 , x = 0
;

γS [ m ] = ( m - | S | - 1) ! | S | !/ m !;

962
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| S | 为属性集 S 的势.

依据不同状态下决策属性的 Shapley 值向量、

Marichal熵的定义和性质、λ模糊测度的定义和性

质 ,可通过如下优化模型 :

max
λ, gλ

H M ( gλ( X) ) ,

s. t .

∑
m- 1

k = 0

1
k + 1 ∑T < A\ ai , | T| = k

λk ∏
S∈ai ∪T

gλ( aj ) ( X) =

I ( ai ) ( X) ,

λ+ 1 = ∏
n

i = 1

(1 +λgλ( ai ) ( X) ) ,

λ > - 1 .

(7)

计算不同状态下属性 (集) 的权重.

模型 (7) 的优点在于 :1) 结构清晰 ,便于计算机

求解 ;2) 柔性良好 ,假若决策者或专家提供其他偏

好信息 ,仅需对模型增加相应的约束条件便可得到

相应的解.模型 (7) 的缺点是较难确定属性 (集) 权

重的解析解 , 通常仅能确定其数值解. 本文利用

Matlab编程计算属性 (集) 权重的数值解 ,并用模糊

积分[1 ] 计算方案的评价值 ,依据方案的评价值对方

案进行排序和选优.

5　VRMADM问题的求解
　　V RMADM问题建模和求解可归纳为以下几个

步骤 :

1) 确定VRMADM问题的属性体系 ,记为 A =

( a1 , ⋯, am ) .

2) 确定 R2状态变权公式.

3) 确定可行方案 ,记为 U = ( u1 , ⋯, un) .

4) 确定各可行方案在各属性下的取值 ,并构建

初始决策矩阵 T ( T = [ tij ]n ×m ) .

5) 计算规范化决策矩阵 Y ( Y = [ y ij ] n×m ) :

如果 aj ( aj ∈A) 为效益型属性 ,则

　y ij = tij / max
1≤i≤n

t ij , i = 1 , ⋯, n , j = 1 , ⋯, m ; (8)

　　如果 aj ( aj ∈A) 为成本型属性 ,则

　y ij = min
1≤i≤n

t ij / tij , i = 1 , ⋯, n , j = 1 , ⋯, m. (9)

其中 y ij 表示 u i ( ui ∈U) 在属性 aj ( aj ∈A) 下的规

范化取值.

6) 确定不同状态下属性 (集) 的权重.

7) 计算各方案的评价值并对方案进行排序.

通过上述求解 VRMADM 问题的步骤不难看

出 , 确定 R2状态变权向量是求解 VRMADM 问题

的关键之一.在不考虑关联的变权多属性决策分析

问题中 ,状态变权向量反映了属性权重随决策状态

的变化规律.李德清等指出 ,对于不考虑关联的变权

多属性决策分析问题 ,可通过构建均衡函数来确定

状态变权向量[10 ,17 ] .与不考虑关联的变权多属性决

策分析问题类似 , R2状态变权向量反映了决策属性
Shapley值随决策状态向量变化的规律 ,可参照文献

[10 ,17 ]构建 VRMADM问题中属性 Shapley值的

均衡函数 ,以此确定其 R2状态变权向量.

6　算 　　例
　　随着经济全球化的推进 ,电子商务网站建设提

到企业的日程.选择合适的电子商务网站建设方案 ,

能推动企业的快速发展 ,帮助企业打开国内外市场 ;

但若开发方案选择不当 ,也会给企业带来负面影响.

考虑企业电子商务网站开发方案的选择问题.

首先确定决策属性为建设风险 ( a1 ) ,预期经济效益

( a2 ) ,预期社会效益 ( a3 ) 和成本 ( a4 ) .其中 a1 和 a4

为成本型属性 ; a2 和 a3 为效益型属性. a1 和 a3 为定

性属性 ,方案在 a1 和 a3 下的取值通过专家打分得

到 ; a2 和 a4 为定量属性 ,方案在 a2 和 a4 下的取值通

过专家估算得到.

某企业进行电子商务网站建设前有 3种方案可

供选择 :企业自行开发 ( u1 ) ,由软件公司定制开发

( u2 ) ,购买现成的软件包并进行改进 ( u3 ) .专家依据

上述属性对 3个候选建设方案进行评估 ,结果见表

1 .试确定该企业电子商务网站建设的最佳方案.

表 1　决策矩阵

a1 a2/ 万元 a3 a4/ 万元

u1 0 . 15 200 0 . 70 100

u2 0 . 11 175 0 . 90 150

u3 0 . 13 187 . 5 0 . 75 135

　　(1) 计算规范化决策矩阵

利用式 (8) 和 (9) 对表 1 进行规范化处理 ,得到

规范化决策矩阵 ,如表 2所示.

表 2　规范化决策矩阵

a1 a2 a3 a4

u1 0 . 778 1 . 000 0 . 778 1 . 000

u2 1 . 000 0 . 875 1 . 000 0 . 667

u3 0 . 875 0 . 938 0 . 833 0 . 741

　　(2) 确定属性 (集) 的权重

用 Sat ty提出的 129 标度构建决策属性 Shapley

值的判断矩阵.通过对专家和决策者的问卷调查 ,得

到常权情形下决策属性 Shapley值的判断矩阵

A =

1 5/ 6 5/ 4 5/ 6

6/ 5 1 3/ 2 1

4/ 5 2/ 3 1 2/ 3

6/ 5 1 3/ 2 1

.

经检验矩阵 A 满足一致性.利用方根法处理判断矩

阵 A ,得到常权情形下属性的 Shapley值向量
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( I ( a1 ) 　I ( a2 ) 　I ( a3 ) 　I ( a4 ) ) =

(0 . 238　0 . 286　0 . 190　0 . 286) .

　　电子商务是未来企业生存和发展的主流方式 ,

为确保网站的成功开发 ,这里选择均衡度最高的 R2
状态变权公式[10 ]

T j ( X) = aj ( X) / ∑
4

i = 1

ai ( X) , j = 1 , ⋯,4 .

(10)

　　依据状态变权公理化定义 (式 (2) ) 和表 2 ,可得

不同状态下各属性的 Shapley值.在此基础上 ,依据

模型 (7) 计算不同状态下属性的λ模糊测度和λ值 ,

结果如表 3所示.

表 3　不同状态下各属性的权重和λ值

gλ( a1) gλ( a2) gλ( a3) gλ( a4) λ

u1 0 . 022 0 . 055 0 . 016 0 . 055 46 . 883

u2 0 . 026 0 . 030 0 . 015 0 . 015 104 . 294

u3 0 . 162 0 . 217 0 . 120 0 . 165 1 . 722

　　表 3 中计算得到的λ值均为正 , 表示本

VRMADM问题的决策属性间存在较强的补充关

联.依据表 3和λ模糊测度的定义 ,不难计算不同状

态下属性 (集) 的权重.

(3) 计算方案的评价值

依据表 2和表 3中的数据以及 Choquet 模糊积

分 (其计算公式参见文献 [18 ]) ,计算各方案的评价

值 E( X) . 其中 : E( u1 ) = 0 . 803 , E( u2 ) = 0 . 756 ,

E( u3 ) = 0 . 833 .因此 u2 ; u1 ; u3 .企业既不能以风

险为代价追求高收益 ,也不能承担过高的建设成本.

该企业购买现成软件包并进行改进 ,从而建立自身

的电子商务网站较为合理.

如果该决策问题中属性间相互独立 ,则可证明

VRMADM理论的计算结果与不考虑关联的变权多

属性决策分析理论的计算结果完全一致 ;如果该决

策问题状态变权向量中各分量均相等 ,则可证明

VRMADM理论的计算结果与 RMADM 理论的计

算结果完全一致.这说明与不考虑关联的变权多属

性决策分析理论和 RMADM理论相比 ,V RMADM

理论更具一般性 ,而不考虑关联的变权多属性决策

分析理论和 RMADM 理论只是 V RMADM理论的

特例.

7　结 　　论
　　工程、经济和管理中的诸多问题均可抽象为多

属性决策分析问题.本文首先在传统的变权理论、状

态变权理论和模糊测度理论的基础上 ,构建了 R2变
权和 R2状态变权理论 ;然后基于 Marichal熵理论讨

论了方案评价值未知情形下 ,VRMADM 问题中属

性 (集)权重的计算 ,并给出了 VRMADM 问题的求

解步骤 ;最后用案例说明了 VRMADM 理论和模型

在实际决策问题中的应用.通过对 V RMADM 理论

及其应用的研究 ,可得出以下结论 :

1) 与 RMADM问题和不考虑关联的变权多属

性决策分析问题相比 ,V RMADM问题更具一般性.

当 R2状态变权向量中各元素取值相等时 ,

VRMADM问题退化为 RMADM问题 ;当属性间关

联全部为零时 ,VRMADM 问题退化为不考虑关联

的变权多属性决策分析问题.

2)与 RMADM问题和不考虑关联的变权多属

性决策分析问题相比 ,V RMADM问题更具优越性.

与 RMADM理论相比 ,VRMADM理论削弱了属性

间的互补性 ;与不考虑关联的变权多属性决策分析

理论相比 ,VRMADM 理论考虑到属性的关联 ,更

符合决策实际 ,其决策结果更值得信赖.

3) VRMADM 理论的提出 , 不仅扩展了

RMADM理论 ,而且扩展了变权多属性决策分析理

论.
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