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Delta算子描述的离散系统故障检测滤波器
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摘　要 : 研究基于 Delta算子模型的离散时间系统故障检测问题.推导了 Delta算子系统的故障可检测和可分离条

件 ,给出了 Delta算子模型的故障检测滤波器设计方法.研究表明 ,在采样周期很小时 ,Delta算子故障检测趋近于连

续模型的相应结果 ,可统一处理连续系统和离散系统故障检测的相关问题.仿真实例验证了该方法的有效性.
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Abstract : The problem of fault detection for Delta operator formulated discrete time system is studied. Some sufficient

conditions are developed for fault detection and isolation ( FDI) of Delta operator system. The design method of the

Delta operator2based fault detection filter is proposed. When the sampling period is very small , the FDI method using

Delta operator will approach the corresponding FDI result s for continuous time cases , thus the related problems of

fault detection for continuous time system and discrete time system can be considered in the unified Delta operator

f ramework. A numerical example illust rates the effectiveness of the proposed approach.
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1　引　　言
　　故障检测与诊断是为满足监控系统的需要而发

展起来的一门应用型边缘学科 ,现已成为自动控制

领域的重要研究方向之一[1 ,2 ] .检测滤波器方法是

由 Beard提出的 ,后来不少学者对其进行了发展和

完善[325 ] .

现有的故障检测滤波器是针对连续系统或离散

系统分别设计的. Delta算子作为一种新的离散化方

法 ,不仅能避免在高速采样时移位算子方法所产生

的病态条件问题 ,而且可将连续系统和离散系统的

许多结果纳入到 Delta 算子统一框架 ,在控制和信

号处理中获得许多研究成果[ 6 ,7 ] . Delta 算子方法在

故障诊断和容错控制中的应用也取得了一些结果.

文献 [ 8 ]基于 Delta 算子构造出格形故障检测滤波

器 ,它具有灵敏度高 ,计算量小 ,不需太多故障先验

知识 ,可实现实时在线检测等优点.文献 [ 9 ]给出了

Delta算子系统在执行器出现故障时 ,基于状态反馈

实现区域极点配置的充分条件和控制器设计方法.

本文基于 Delta 算子模型 ,在故障可检测和可

分离的条件下 ,将连续系统和离散系统故障检测滤

波器的设计统一到 Delta 算子框架 ,使离散系统检

测结果趋于连续系统的相应结果.

2　系统描述
　　Delta算子定义为[ 7 ]

δx ( T) =
d x ( t) / d t , T = 0 ;

[ x ( t + T) - x ( t) ]/ T , T ≠0 .

(1)

其中 T为采样周期.

考虑发生部件或执行机构故障时的连续系统模

型
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Ûx ( t) = A c x ( t) + B c u ( t) + f ic n i ( t) + Dc d ( t) ,

y ( t) = Cc x ( t) .

(2a)

其中 : x ∈Rn为状态 ; u ∈Rku为控制输入 ; ni为未知

故障 ; d ∈Rk d 为系统噪声 ; y ∈Rm 为系统输出 ; f ic

∈Rn×1 为已知故障向量 ; A c , B c , Cc , Dc 是已知相应

维数矩阵.

系统 (2a) 的移位算子离散模型为

qx ( k) = A q x ( k) + B q u ( k) + f iq n i ( k) + Dq d ( k) ,

y ( k) = Cq x ( k) .

(2b)

其中

A q = I + R ( T) A c , B q = R ( T) B c ,

Cq = Cc , Dq = R ( T) Dc , f iq = R ( T) f ic ,

R ( T) =∫
T

0
eA ct d t = T∑

∞

k = 0

( A c T) k

( k + 1) !
.

　　当 T →0时 , lim
T→0

A q = I , lim
T→0

B q = 0 , lim
T→0

f iq =

0 , lim
T→0

Dq = 0 .

系统 (2a) 的 Delta算子离散模型为

δx ( k) = Aδx ( k) + Bδu ( k) + f iδn i ( k) + Dδd ( k) ,

y ( k) = Cδx ( k) .

(2c)

其中

Aδ = Rδ( T) A c , Bδ = Rδ( T) B c , Cδ = Cc ,

Dδ = Rδ( T) Dc , f iδ = Rδ( T) f ic ,

Rδ( T) = I +
A c T
2 !

+
A 2

c T 2

3 !
+ ⋯.

　　当 T →0时 , Rδ( T) →I , lim
T→0

Aδ = A c , lim
T→0

Bδ =

B c , lim
T→0

f iδ = f ic , lim
T→0

Dδ = Dc .

以上结果表明 ,当 T →0时 , q算子模型不趋于

相应的连续模型 ,δ算子模型收敛于相应的连续模

型.与系统 (2c) 相对应的检测滤波器方程为

δ̂x ( k) = Aδx̂ ( k) + Bδu ( k) + L ( y ( k) - ŷ ( k) ) ,

ŷ ( k) = Cδx̂ ( k) .

(3)

其中 : x̂ ( k) 和 ŷ ( k) 分别为状态和输出估计 , L 为检

测增益阵.

定义状态估计误差ε( k) = x ( k) - x̂ ( k) ,由式

(2c) 和 (3) 得到闭环误差系统方程

δε( k) = ( Aδ - L Cδ)ε( k) + f iδn i ( k) + Dδd ( k) ,

r( k) = Cδε( k) .

(4)

令 G = Aδ - L Cδ , r( k) 为输出残差.

3　检测滤波器设计
　　本节在文献[5 ]的基础上 ,给出Delta算子离散

系统故障检测滤波器的设计.

3 . 1　系统假设

假设系统满足 :

1) ( Aδ , Cδ) 是可观测的 , ( G, f iδ) 是可控的 ;

2) CδF = Cδ[ f 1δ , f 2δ , ⋯, f rδ ]的秩为 r ,它是输

出可分离性条件 ;

3) r = m ,使检测滤波器能识别最大数目的故

障 ;

4) G的闭环特征值λj互不相同 , j = 1 ,2 , ⋯, n.

3 . 2　故障可检测性

定义 1　系统 (4) 中与 f iδ相对应的故障可检测

的充分条件是 :存在滤波器增益阵 L ,使得 :

1) 输出残差 r( k) 具有限定的方向性 ;

2) 除了共轭对称约束外 , 在稳定域λ( G) <
D ( - 1/ T ,1/ T) 内 , G的所有闭环特征值λj 都可任

意配置 ,其中 D ( - 1/ T ,1/ T) 表示以 ( - 1/ T ,0) 为

圆心、半径为 1/ T的稳定圆域.

条件 1) 使滤波器输出残差方向 r( k) 与故障方

向 f iδ相关 ;条件 2) 保证检测滤波器稳定 ,共轭对称

约束限制闭环特征向量与复数共轭特征值对应.

3 . 3　闭环特征向量的约束条件

为满足定义1 , G的互不相等的特征值λj与特征

向量 v j 由下式确定 :

(λj I - G) v j = 0 . (5)

　　由系统的可观测性知 Cδv j ≠0 , v j 相互独立且

覆盖误差变量状态空间.因此 ,设计的故障向量 f iδ

可写成闭环特征向量的线性组合 ,即

f iδ = ∑
ni

j = 1
ai

j v
i
j . (6)

其中 :上标 i表示构成 f iδ的特征向量和系数 , ni ≤n

是非零的 ai
j 的数目.

引理 1　满足定义 1 中条件 1) 的充要条件是

rank ( CδW i ) = 1 ,其中可控性矩阵

W i = [ f iδ , Gf iδ , ⋯, Gn- 1 f iδ ]. (7)

　　证明 　充分性 :由于ε( k) 必定位于 W i的列空

间 , 则ε( k) 可写成 W i 列的线性组合ε( k) =

W i g ( k) , 输出残差可表示为 r( k) = Cδε( k) =

CδW i g ( k) ,其中 g ( k) 是 n ×1 的系数向量. 因此

rank ( CδW i ) = 1可使 r( k) 对于任何的 g ( k) 保持单

向性.

必要性 : 在 f iδ对应于 G的可控空间中 ,ε( k) 可

由 ni ( k) 驱动到达任何状态 ,因此定义 1中条件 1)

成立的必要条件是 rank ( CδW i ) = 1 . □

引理 2　rank ( CδW i ) = 1的充要条件是对于所

有的 j = 1 ,2 , ⋯, ni , Cδf iδ与 Cδv i
j 共线.

证明 　为了简便 ,省略 v i
j ,λi

j 和 a i
j 的上标 i .

472
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充分性 : 将式 (6) 代入 CδW i ,由式 (5) 可得

CδW i =

[∑
j

a j Cδv j ,∑
j

a jλj Cδv j , ⋯,∑
j

a jλn- 1
j Cδv j ] .

(8)

如果 Cδf iδ与 Cδv j 共线 ,则有

Cδv j =βj Cδf iδ , (9)

其中βj 是标量常数.式 (9) 代入式 (8) ,得

CδW i = [β1 Cδf iδ ,β2 Cδf iδ , ⋯,βn- 1 Cδf iδ ] ,

(10)

其中βj ( j = 1 ,2 , ⋯, n - 1) 表示各项总的系数.显然

有 rank ( CδW i ) = 1 .

必要性 :只需证明 rank ( CδW i ) = 1 , r( k) 是单

向的.方程 (4) 的解为

ε( k) =

( I + GT) kε(0) + T∑
k- 1

m = 0

( I + GT) k- m- 1 ×

f iδn i ( m) + T∑
k- 1

m = 0

( I + GT) k- m- 1 Dδd ( m) , (11)

其中 ( I + GT) k为系统转移矩阵 ,对应于连续系统的

eGct .考虑到可取ε(0) = 0 ,或 Gc稳定 ,eGct 将衰减为

零 ,从而 ( I + GT) kε(0) 可看作零.则输出残差为

r( k) = T∑
k- 1

m = 0
Cδ( I + GT) k- m- 1 f iδn i ( m) +

T∑
k- 1

m = 0
Cδ( I + GT) k- m- 1 Dδd ( m) . (12)

假设 ni ( m) = c( c为常数) ,所得结果对于任意 ni ( k)

都适用 ,因为 ni ( m) = c仍是一种故障模式.则有

r( k) = cr i ( k) + �r ( k) . (13)

其中

ri ( k) = T∑
k- 1

m = 0
Cδ( I + GT) k- m- 1 f iδ ,

�r( k) = T∑
k- 1

m = 0
Cδ( I + GT) k- m- 1 Dδd ( m) .

根据式 (5) ,把式 (6) 代入式 (13) ,得

r( k) =

Tc∑
ni

j = 1
aj ∑

k- 1

m = 0
Cδ( I + GT) k- m- 1 v j + �r( k) =

Tc∑
ni

j = 1

aj ∑
k- 1

m = 0

Cδ( I +λj T I) k- m- 1 v j + �r( k) =

Tc∑
ni

j = 1
aj ∑

k- 1

m = 0
Cδ(1 +λj T) k- m- 1 Iv j + �r( k) =

Tc∑
ni

j = 1
aj ∑

k- 1

m = 0

(1 +λj T) k- m- 1 Cδv j + �r ( k) . (14)

不考虑系统噪声的影响 ,式 (14) 可变为

r( k) = Tc∑
ni

j = 1
aj ∑

k- 1

m = 0

(1 +λj T) k- m- 1 Cδv j . (15)

当系统存在噪声时 , �r ( k) 由高频噪声引起 ,而故障

信号是确定的.通过噪声滤波和残差强化处理 ,可将

其限定在较小的范围内. �r( k) 和 ri ( k) 相对独立 ,在

统计意义下可得

rT ( k) r( k) = c2 ‖ri ( k) ‖2 + ‖�r( k) ‖2 .

如果 ‖�r ( k) ‖2 ≠0 ,则在 c = 0时有 rT ( k) r( k) > 0 ,

因此不能用 rT ( k) r( k) ≠0来判断是否存在故障.当

rT ( k) r( k) > ‖�r( k) ‖2 时 ,才表示有故障发生.令η

= ‖�r( k) ‖2为门限值 ,当 rT ( k) r( k) >η时 ,表示有

故障发生.η值与噪声有关 ,可由实验结果分析得

到.

由式 (10) 知 ,如果 rank ( CδW i ) = 1 ,则 Cδv j 只

能是与 j无关而与故障 i 有关的向量.由式 (14) 和

(15) 知 r( k) 是单向的. □

定理 1　满足定义 1 中条件 1) 的充分条件是

Cδf iδ与 Cδv i
j 对于所有的 j = 1 ,2 , ⋯, ni 是共线的.

由引理 1和引理 2的结合直接可以证明.

注 1　通过对 vi
j标准化 ,使得 Cδv i

j = Cδf iδ , i =

1 ,2 , ⋯, m.定理 1 对闭环特征向量施加约束 ,以确

保输出残差的单向性.定义 1中条件 2) 要求检测滤

波器的特征值可以任意配置.

检测滤波器问题可表达为求解下列方程组 :

λi
j I - Aδ L

Cδ 0

vi
j

V i

=
0

V i

. (16)

其中 :V i = Cδv i
j = Cδf iδ , i = 1 ,2 , ⋯, m , j = 1 ,2 ,

⋯, ni , ni ≥ni .特征值及特征向量的数目 ni 待定.

3 . 4　检测空间

现在讨论关于单个故障方向的检测增益阵和 ni

的计算问题.由式 (6) 和 Cδv i
j = Cδf iδ得∑

ni

j = 1

ai
j = 1 .

将式 (16) 中对应于式 (6) 非零 ai
j 的方程合并为

L Cδf iδ = Aδf iδ - ∑
ni

j = 1
ai

jλi
j v

i
j . (17)

　　引理 3　如果 L ∈Rn×m , S ∈Rm×r , Q ∈Rn×r ,

n ≥m ≥ r , rank ( S) = r ,则方程 L S = Q的通解为

　　　　　L = QS + + L i [ I - SS + ]. (18)

其中 :L i为任意 n ×m维矩阵 , S + = ( S T S) - 1 S T是广

义逆.

由引理 3可得式 (17) 的解

L = ( Aδf iδ - ∑
ni

j = 1
ai

jλi
j v

i
j ) ( Cδf iδ)

+ +

L i [ I - ( Cδf iδ) ( Cδf iδ)
+ ]. (19)

式 (19) 代入 G = Aδ - L Cδ ,得

572
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Aδ - L Cδ = A i - L i C i . (20)

其中

A i = Aδ - ( Aδf iδ - ∑
ni

j = 1
ai

jλi
j v

i
j ) ×

　 　( Cδf iδ)
+ Cδ ,

Ci = [ I - ( Cδf iδ) ( Cδf iδ)
+ ] Cδ.

　　引理 4　如果 A i ∈Rn×n , Ci ∈Rm×n , L i ∈Rn×m ,

则矩阵 A i - L i C i通过自由选取 L i ,可任意配置的特

征值数目为 qi = rank ( M i ) ,其中

M i = [ ( Ci )
T , ( Ci A i )

T , ⋯, ( Ci A
n- 1
i ) T ]T . (21)

剩余 v i = ( n - qi ) 个 ( A i - L i C i ) 的特征值等于相应

的 A i 的特征值 ,它们也是 G相应于 f iδ的特征值.

证明 　qi和 v i分别表示相对于 ( A i , Ci ) 可观测

矩阵的秩和零空间或不可观空间的维数.因此 qi 个

闭环特征向量覆盖 M i , vi 个剩余特征向量满足 C i v
i
j

= 0 , j = 1 ,2 , ⋯, vi .这可推导如下 :

将式 (20) 后乘 v i
j , j = 1 ,2 , ⋯, v i ,得

A i v
i
j = ( Aδ - L Cδ) v i

j + L i C i v
i
j . (22)

由式 (5) 和 (22) 得

A i v
i
j =λi

j v
i
j + L i C i v

i
j . (23)

式 (23) 右边最后一项对于 M i 零空间的所有特征向

量均为零 ,因此这些特征向量必定是 A i 的特征向

量 ,并且不受 L i 的影响. □

注 2　由于 A i中所含的 v i
j 未知 ,引理 4不可实

现.式 (21) 中 A i 可用 K i = Aδ[ I - f iδ ( Cδf iδ)
+ Cδ]

代替 ,其中 A i 与 K i 的等价性可由 C i K l
i v

i
j = 0 ( l =

0 ,1 , ⋯, n - 1) 确定[10 ] .

定义 2　M i 的零空间是 f iδ的检测空间.

定义 3　f iδ检测空间的维数为 f iδ的检测阶 v i

= n - qi .

定义 4　故障向量 f iδ与故障 i 是检测等价的 ,

如果 :1) 每个 f iδ的检测滤波器也是 f jδ的检测滤波

器 ; 2) Cδf iδ =βCδf jδ ,其中β是非零常数 , Cδf iδ ≠0 ,

Cδf jδ ≠0 .

引理 4和定义 3表示 v i个特征值所对应的特征

向量覆盖 f iδ的检测空间.由定理 1知 ,式 (6) 中 ni个

特征向量也位于检测空间 ,则 vi ≥ni ≥1 .对于所有

检测等价的 f jδ ,满足定理 1共线条件的特征向量共

v i 个 ,所以求解方程 (16) 必须有 �ni = v i个特征值和

特征向量 ,以满足 Cδf iδ的约束条件.

定义 5　如果 F的向量是输出可分的 ,则 F的

故障向量 f iδ相互可检测的充要条件是∑
m

i = 1
v i = n.

3 . 5 　方程 (16) 的解

定理 2　在给定的 4个假设条件下 ,条件∑
m

i = 1
v i

= n可保证方程 (16) 对增益阵 L及闭环特征向量 v i
j

可解 , j = 1 ,2 , ⋯, v i .

证明参见文献[10 ].

4　设计举例
　　考虑系统 (2a) 所示的三阶连续线性系统

A c =

0 1 1

1 2 0

0 2 1

, B c =

1

0

1

, Dc =

1

2

1 . 5

,

Cc =
0 1 0

0 0 1
, f 1c =

1

- 1

0

, f 2c =

2

1

1

.

当 T = 0 . 005 s时 ,对应于式 (2b) 和 (2c) 的离散系

统系数矩阵分别为

A q =

1 . 000 0 0 . 005 1 0 . 005 0

0 . 005 0 1 . 010 1 0 . 000 0

0 . 000 0 0 . 010 1 1 . 005 0

,

B q =

0 . 005 0

0 . 000 0

0 . 005 0

, Dq =

0 . 005 0

0 . 010 1

0 . 007 6

,

f 1 q =

0 . 005 0

- 0 . 005 0

0 . 000 0

, f 2q =

0 . 010 0

0 . 005 1

0 . 005 0

,

Aδ =

0 . 002 5 1 . 010 0 1 . 002 5

1 . 005 0 2 . 012 6 0 . 002 5

0 . 005 0 2 . 015 1 1 . 002 5

,

Bδ =

1 . 002 5

0 . 002 5

1 . 002 5

, Dδ =

1 . 008 8

2 . 012 6

1 . 513 6

,

f 1δ =

0 . 997 5

- 1 . 002 5

0 . 005 0

, f 2δ =

2 . 005 0

1 . 010 0

1 . 007 5

,

Cδ = Cq = Cc .

　　比较系数矩阵知 ,当 T →0时 , q算子模型出现

矩阵奇异现象 ,δ算子模型参数趋于相应的连续模

型参数 ,减小了从离散模型到连续模型的近似误差.

对于方程 (4) ,设其闭环特征值不相同 , r = m.

由 rank ( CδF) = 2知 ,故障 f 1δ与 f 2δ可分离.因为 q1

= rank ( M1 ) = 1 , q2 = rank ( M2 ) = 2 , v1 = 2 , v2 =

1 , v1 + v2 = 3 = n ,所以 F中故障互相可检测.

对于 v1 = 2 ,在λ( G) < D ( - 1/ T ,1/ T) 内 ,可

任选与 f 1δ检测空间相对应的特征值λ1
1 = - 1 ,λ1

2

= - 2 ;对于 v2 = 1 ,选取λ2
1 = - 3对应于 f 2δ的检测

空间.应用方程 (16) 可求得增益阵

L =
3 . 007 5 5 . 015 1 2 . 015 1

4 . 990 1 2 . 010 0 4 . 012 5

T

.

　　系统无故障时的输出残差如图 1 所示.在 k =

672
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400时发生单位阶跃型故障 n1 ( k) 和 n2 ( k) , d ( k) 是

零均值白噪声 ,系统输出残差如图 2所示.连续系统

的仿真结果如图 3所示.

图 1　无故障时仿真结果

图 2　基于 Delta算子的故障检测

图 3　连续系统的检测结果

从图 1和图 2可以看出 ,基于Delta算子的故障

检测滤波器能检测出故障 ,故障 f 1δ和 f 2δ输出可分

离 ,故障检测灵敏度高 ,计算量小 ,并可实现在线实

时检测. 由图 2 和图 3 可知 ,在采样周期较小时 ,

Delta算子离散系统的检测结果接近于连续系统的

检测结果.

5　结 　　论
　　本文给出了基于 Delta算子模型描述的离散系

统故障检测滤波器的设计. Delta算子是统一的模型

描述形式 ,可将连续系统和离散系统的故障检测滤

波器的设计统一到 Delta 算子框架.仿真结果证明 ,

该方法能避免出现病态条件问题 ,具有良好的故障

分离性能 ,检测灵敏度高 ,计算量小 ,并可实时检测.
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