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摘　要 : 研究含有控制时滞的线性系统的故障诊断方法和最优容错控制问题.给出了最优容错控制律的存在唯一性

条件 ,提出了最优容错控制律的设计算法.通过构造增广的降维状态观测器 ,设计了在线诊断故障的故障诊断器并同

时实现了系统状态的观测 ,解决了最优容错控制的物理不可实现问题.利用观测器的输出得到物理可实现的动态最

优容错控制律.仿真实例验证了故障诊断方法和动态最优容错控制律的有效性.
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Abstract : The method of fault diagnosis and the optimal fault2tolerant control problem are studied for linear systems

with control time2delay. The existence and uniqueness condition of optimal fault2tolerant control law is given , and the

algorithm for solving the optimal fault2tolerant control problem is presented. The on2line fault diagnosis and the

observation of system states are realized by const ructing the augmented reduced2order state observer , and the

physically unrealizable problem is solved. In addition , the physically realizable dynamic optimal fault2tolerant control

law is obtained by ulitizing the output s of state observer. Simulation example shows the effectiveness of the fault

diagnosis scheme and the dynamic optimal fault2tolerant control law.
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1　引　　言
　　在各类工业系统中 ,一方面由于测量的延时及

传输延时等原因 ,时滞现象的存在是极其普遍的 ,如

皮带传输或齿轮啮合等 ,时滞的存在使系统的分析

和综合变得更复杂和困难 ;另一方面由于现代工业

系统不断增加的复杂性 ,故障诊断变得越来越重

要[1 ] ,研究时滞系统的故障诊断和容错控制问题具

有重要的理论意义和应用价值.

　　近年来 ,时滞系统故障诊断和容错控制的研究

已有一定的成果 ,但与无时滞的研究成果相比还是

比较少.文献[ 2 ,3 ]研究了存在未知输入或干扰情况

下的故障检测和分离问题 ,[4 ]提出了基于降维观测

器的故障检测方法并对检测到的故障进行了容错控

制 ,但是以上文献的系统模型都没有考虑时滞. [ 5 ]

针对不确定线性时滞系统提出了一种基于观测器的

鲁棒故障检测和辨识方法 ,分析了未知输入的鲁棒

性和故障的敏感性. [6 ]针对带有未知输入的线性时

滞系统 ,利用左特征结构配置方法和 H∞优化方法

提出了一种新的故障检测滤波器的设计方法. [ 7 ]研

究了具有不确定输入的状态时滞系统的故障诊断问

题 ,利用解析冗余的方法设计了故障检测观测器.

[8 ]针对具有不确定输入的状态时滞系统借助线性

矩阵不等式技术研究了时滞依赖鲁棒故障诊断系统

的设计方法. [ 9 ]研究了不确定时滞系统的鲁棒容错
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控制问题 ,基于 L yap unov稳定性原理提出了一种

带时滞的状态反馈控制律 ,并证明了这种控制律使

闭环系统故障具有完整性和鲁棒性. [ 10 ]对不确定

时滞系统 ,利用线性矩阵不等式提出了鲁棒 H∞容

错控制器的构造性设计方法.上面文献大都只是通

过残差对故障信号的敏感性来检测或诊断故障 ,即

通过残差来反映故障 ,而不是直接使故障在线重现.

[11 ]用逐次逼近法讨论了前馈2反馈最优控制问题 ,

但没有考虑发生故障的情况.对非完整性控制或故

障导致的非完全失效情况下的时滞系统的最优容错

控制目前还较少看到.

　　基于以上情况 ,本文针对含有控制时滞的线性

系统 ,研究了传感器和执行器发生非完全失效故障

情况下的故障诊断方法以及系统在二次型性能指标

意义下的最优容错控制问题.首先通过特殊的坐标

变换将其转换为无时滞系统 ;然后给出了系统在故

障情况下满足二次型性能指标最优容错控制律的存

在唯一性条件和设计算法 ;为了使最优容错控制物

理上可实现 ,设计了能够同时在线诊断出具体故障

并观测出系统状态的增广的降维状态观测器 ,利用

诊断出的故障状态和观测出的系统状态设计了动态

最优容错控制律.

2　问题描述
2 . 1　系统描述和无时滞转换

　　考虑如下带有故障的线性时滞控制系统 :

Ûx ( t) = A x ( t) + B u ( t - τ) + D1 f ( t) , t > 0 ;

x ( t) =θ( t) , t ∈[ - τ,0 ] ;

y ( t) = Cx ( t) + D2 f ( t) . (1)

其中 : x ( t) ∈Rn 为状态向量 ; u( t) ∈ R p 为控制向

量 ; f ( t) ∈ Rm 为故障向量且可以是不可测量的 ;

y ( t) ∈Rq为输出向量 ; A , B , C , D1 和 D2 为适当维

数的常量矩阵 ;τ> 0为已知的控制时滞.

　　假设 1　假设 ( A , B) 完全能控 , ( C , A) 完全能

观测.

　　假定故障 f ( t) 的动态特性是已知的且可由下

列外系统描述 :

Ûφ( t) = Gφ( t) , t > t0 ,φ( t0 ) =φ0 ;

φ( t) = 0 , t ∈[0 , t0 ) ;

f ( t) = Fφ( t) . (2)

其中

φ( t) =
φa ( t)

φs ( t)
, f ( t) =

f a ( t)

f s ( t)
,

G =
G1 0

0 G2

, F =
Fa 0

0 Fs

,

φ∈R r ( m ≤r) 为外系统 (2) 的状态向量 ;故障的初

始时刻 t0 和初始状态φ0 是未知的 ; G ∈R r×r和 F ∈

Rm×r为常量矩阵 , rank F = m , f a 代表执行器故障 ,

执行器故障的初始时刻为 ta ; f s代表传感器故障 ,传

感器故障的初始时刻为 ts .当 t < ta时有φa ( t) = 0 ,

当 t < ts时有φ( t) = 0 ;定义 t0 = min{ ta t s} ,则当 t

< t0时有φ( t) = 0 ; G1 , G2 , Fa和 Fs是适当维数的常

量矩阵.

　　注 1　外系统 (2) 是阶跃故障、正弦故障、衰减

故障、指数故障等常见的连续变化故障的通用表达

式.

　　为了进行最优容错控制 ,首先将时滞系统转换

为无时滞系统.为此 ,作如下的线性变换 :

z ( t) = x ( t) +∫
t

t -τ
eA ( t- h)

B1 u( h) d h , (3)

其中 B1 = e - AτB .式 (3) 两边对 t微分得

Ûz ( t) = Ûx ( t) + A∫
t

t -τ
eA ( t- h)

B1 u( h) d h +

B1 u( t) - B u ( t - τ) .

　　将式 (1) 和 (3) 代入上式 ,则可将系统 (1) 转化

为如下无时滞等价系统 :

Ûz ( t) = A z ( t) + B1 u( t) + D1 f ( t) , t > 0 ,

z (0) = z0 ,

η( t) = Cz ( t) + D2 f ( z) . (4)

其中 z ( t) ∈Rn为转化后无时滞系统的状态变量.故

系统 (1) 和系统 (4) 的变量关系为

x ( t) = z ( t) -∫
t

t -τ
eA ( t- h)

B1 u( h) d h ,

y ( t) =η( t) - C∫
t

t -τ
eA ( t- h)

B1 u( h) d h. (5)

2 . 2　最优容错性能指标的选取

　　对于无限时域的最优控制问题 ,针对由外系统

(2) 描述的故障的不同情形 ,可以选取不同的二次

型性能指标.对外系统 (2) 渐近稳定的情形 ,可以选

择如下无限时域的二次型性能指标 :

J =∫
∞

0
[ z T ( t) Qz ( t) + uT ( t) Ru ( t) ]d t. (6)

其中 :Q ∈Rn×n 为半正定矩阵 , R ∈ Rm×m 为正定矩

阵.

　　对外系统 (2) 为稳定但非渐近稳定的情形 ,如

果选择 (6) 作为系统的性能指标 ,因为系统中的故

障不能趋近于零 ,所以无论如何选择控制律 u( t) ,它

必为不收敛的.在这种情况下 ,可以选取平均二次型

性能指标

J = lim
T→∞

1
T∫

T

0
[ z T ( t) Qz ( t) +

uT ( t) Ru ( t) ]d t , (7)

其中 Q和 R 与式 (6) 相同.

　　系统 (1) 关于性能指标 (6) 或 (7) 的无限时域
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的最优容错控制问题 ,就是要寻找最优容错控制

u 3 ( t) ,使得故障情况下的二次型性能指标 J取得极

小值.

　　假设 2　( F , G) 是完全可观测的 , rank G = r ,

矩阵 G的所有特征值满足

Re[λi ( G) ] ≤0 , i = 1 ,2 , ⋯, r ,

且具有零实部的特征值为矩阵 G的最小多项式的单

根.

　　注 2　假设 2表明 ,外系统 (2) 是稳定的但不一

定是渐近稳定的.假设 2 是必要的 ,否则 ,故障分量

中将至少有一个趋向于无穷大 ,其无限时域最优性

能指标将趋向于无穷大.

3　最优容错控制律的设计
　　最优容错控制律的设计用到以下引理.

　　引理 1[12 ] 　设 A ∈Rn×n , B ∈Rm×m , C ∈Rn×m ,

X ∈Rn×m ,则矩阵方程 A X + XB = - C的解 X 存在

且唯一的充要条件是

λi ( A) +λj ( B) ≠0 ,

i = 1 ,2 , ⋯, n , j = 1 ,2 , ⋯, m ,

其中λi ( A) 和λj ( B) 分别为矩阵 A 和 B 的特征值.

　　对于系统 (1) 关于性能指标 (6) 或 (7) 的最优

容错控制问题 ,给出如下定理.

　　定理 1　由式 (1) 和 (2) 描述的带有故障的线

性时滞系统 ,在满足假设 1和假设 2的条件下 ,其关

于性能指标 (6) 或 (7) 的最优容错控制律存在且唯

一 ,并描述如下 :

u3 ( t) = - R - 1 B T
1 [ Px ( t) +

P∫
t

t-τ
eA ( t- h)

B1 u( h) d h + P1φ( t) ] . (8)

其中 : P为 Riccati矩阵方程

A T P + PA - PS P + Q = 0 (9)

的唯一正定解 ; P1 为 Sylvester方程

( A T - PS ) P1 + P1 G = - PD 1 F (10)

的唯一解 , S = B1 R - 1 B T
1 ; B1 = e - AτB .

　　证明 　系统 (4) 关于性能指标 (6) 或 (7) 的

Hamilton函数为

H (·) =

z T ( t) Qz ( t) + uT ( t) Ru ( t) +

λT ( t) ( A z ( t) + Bu ( t) + D1 Fφ( t) ) ,

其中λ( t) 为引入的 Lagrange乘子向量函数.

　　利用变分法和 J 取极小的必要条件 ,可知使性

能指标泛函取极值的控制和轨线必须满足

5 H
5λ = Ûz ,

5 H
5 z

= - Ûλ,
5 H
5 u

= 0 .

即上述方程组导致求解如下两点边值问题 :

Ûz ( t) = A z ( t) - Sλ( t) + D1 Fφ( t) ,

- Ûλ( t) = Qz ( t) + A Tλ( t) ,

z (0) = z0 ,λ( ∞) = 0 . (11)

并且 ,最优控制律为

u3 ( t) = - R - 1 B T
1λ( t) . (12)

由分析可令

λ( t) = Pz ( t) + P1φ( t) , (13)

则

Ûλ( t) =

PA z ( t) - PSλ( t) + PD 1 Fφ( t) + P1 Gφ( t) =

( PA - PS P) z ( t) + ( P1 G + PD 1 F - PS P1 )φ( t) .

(14)

由式 (11) 和 (14) 可得

( A T P + PA + Q - PS P) z ( t) +

[ ( A T - PS ) P1 + PD 1 F + P1 G]φ( t) = 0 . (15)

　　考虑到式 (15) 对任意 z ( t) ,φ( t) 均成立 ,则可

导出 P满足方程 (9) , P1 满足方程 (10) .

　　下面证明最优控制律 (8) 的存在唯一性.显然 ,

只要证明 P和 P1 存在唯一性即可.

　　由 ( A , B) 完全可控和 B1 = e - AτB , 可证明

rank[ sI - A 　B1 ] = n ,即 ( A , B1 ) 也完全可控.由最

优控制理论知 ,在满足假设 1的条件下 , Riccati方程

(19) 有唯一正定解 P.

　　根据最优控制理论知 ( A - PS ) 是 Hurwitz矩

阵 ,则 ( A T - PS ) 是 Hurwitz矩阵 ,即

Re[λi ( A T - PS ) ] < 0 , i = 1 ,2 , ⋯, n. (16)

而外系统 (2) 是稳定的 ,即 Reλ( G) ≤0 ,故有

λi ( A T - PS ) +λj ( G) ≠0 ,

i = 1 ,2 , ⋯, n , j = 1 ,2 , ⋯, r. (17)

所以 ,由引理 1 可知 , Sylvester 方程 (10) 有唯一解

P1 .将式 (13) 代入 (12) ,得到最优控制律

u3 ( t) = - R - 1 B T
1 [ Pz ( t) + P1φ( t) ]. (18)

当 P和 P1唯一确定后 ,将式 (3) 带入 (18) ,得到系统

(1) 的唯一最优容错控制律 (8) . □

　　由式 (8) 描述的最优容错控制律 u3 ( t) 包含了

故障的状态向量φ( t) 和系统的状态向量 x ( t) . 而

φ( t) 一般不是物理量 , 即使φ( t) 中包含物理量

f ( t) ,因为已假定故障 f ( t) 可以是不可测量的 ,所

以用φ( t) 作为 u 3 ( t) 中的变量是物理不可实现的.

为了实现最优容错控制 ,必须解决φ( t) 的物理不可

实现问题 ,即构造一个故障状态诊断器.另外对一般

的系统而言 ,状态 x ( t) 不一定都是物理量 ,或不一

定都可测量 ,或虽可测量但测量传感器的代价太高 ,

为了实现最优容错控制 ,必须对系统进行状态估计.

4　故障诊断和物理不可实现问题的解决
　　为了既能解决φ( t) 的物理不可实现问题又能

观测出系统状态 x ( t) ,集状态观测器和故障状态诊
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断器于一体 ,在故障状态诊断的同时进行系统状态

估计.为此 ,拟利用控制向量 u( t) 和输出向量 y ( t)

来构造系统 (1) 和外系统 (2) 的增广的降维状态观

测器来解决这一问题 ,从而实现动态最优容错控制.

有关故障诊断和动态最优容错控制 ,给出如下定理.

　　定理 2　考虑由式 (1) 和 (2) 描述的带有故障

的线性时滞系统 ,在满足假设 1和假设 2的条件下 ,

其故障诊断器为

Ûx c ( t) =

( T1 - L C2 ) [ A 2 H1 x c ( t) + B2 u( t) +

A 2 ( H1 L + H2 ) y ( t) +

A 2 ( H1 L + H2 ) C∫
t

t-τ
eA ( t- h)

B1 u( h) d h] ,

x̂ ( t) =

H11 x c ( t) + ( H12 + H11 L) y ( t) +

( H12 C + H11 L C - I)∫
t

t-τ
eA ( t- h)

B1 u( h) d h ,

φ̂( t) =

H21 x c ( t) + ( H22 + H21 L) y ( t) +

( H22 + H21 L) C∫
t

t-τ
eA ( t- h)

B1 u( h) d h ,

f̂ ( t) = Fφ̂( t) . (19)

其中 : x̂ ( t) 是观测出的系统状态 ,φ̂( t) 为诊断出的

故障状态 , f̂ ( t) 为诊断出的故障.

　　满足性能指标 (6) 或 (7) 的物理可实现的动态

最优容错控制律为

Ûx c ( t) =

A′x c ( t) + B′u ( t) + C′y ( t) +

C′C∫
t

t-τ
eA ( t- h-τ) B u ( h) d h ,

u 3 ( t) =

D′x c ( t) + G′y ( t) +

G′C∫
t

t-τ
eA ( t- h-τ) B u ( h) d h. (20)

其中

A′= ( T1 - L C2 ) A 2 H1 ,

B′= ( T1 - L C2 ) B2 ,

C′= ( T1 - L C2 ) A2 ( H1 L + H2 ) ,

D′= - R - 1 (e - AτB ) T ( P H 11 + P1 H21 ) ,

G′= - R - 1 (e - AτB ) T ( P H 12 +

　　P H 11 L + P1 H22 + P1 H21 L) .

　　证明 　首先 ,将故障状态看作系统的一个状

态 ,将转换后的系统 (4) 和由外系统描述的故障 (2)

一起构成一个不显含故障状态的增广系统 ,则有

ÛΨ( t) = A 2Ψ( t) + B2 u( t) ,

η( t) = C2Ψ( t) . (21)

其中

Ψ( t) =
z ( t)

φ( t)
, A 2 =

A D 1 F

0 G
,

B2 =
B1

0
, C2 = [ C　D2 F].

　　由于已假定 ( C , A) 和 ( F , G) 完全可观测 ,且

rank G = r ,故可证明 rank
sI - A 2

C2

= n + r ,即

( C2 , A 2 ) 是完全可观测的.构造一个 ( n + r) ×( n +

r) 阶非奇异矩阵 T = [ TT
1 　CT

2 ]T ,并令

T - 1 = [ H1 　H2 ] , w ( t) = T1Ψ( t) . (22)

其中 : H1为 ( n + r) ×( n + r - q) 矩阵 , H2 为 ( n + r)

×q矩阵.则有

TΨ( t) =
T1

C2

Ψ( t) =
w ( t)

η( t)
, (23)

即

Ψ( t) = T - 1 w ( t)

η( t)
= H1 w ( t) + H2η( t) .

(24)

　　令 �Ψ( t) = TΨ( t) ,则有

Ψ
-
·

( t) =

T1

C2

ÛΨ( t) =
T1

C2

( A 2Ψ( t) + B2 u( t) ) =

T1 A 2 H1 w ( t) + T1 A 2 H2η( t) + T1 B2 u( t)

C2 A 2 H1 w ( t) + C2 A 2 H2η( t) + C2 B2 u( t)
.

(25)

即

Ûw ( t) = T1 A 2 H1 w ( t) + T1 A 2 H2η( t) + T1 B2 u( t) ,

Ûη( t) = C2 A 2 H1 w ( t) + C2 A 2 H2η( t) + C2 B2 u( t) .

(26)

　　由 ( C2 , A 2 ) 完全可观测 ,且 T = [ TT
1 　CT

2 ]T为

非奇异矩阵 ,则有 rank
sI - T1 A 2 H1

C2 A 2 H1

= n + r - q ,

即 ( C2 A 2 H1 , T1 A 2 H1 ) 是完全可观测的. 在这种情

况下 , 通过把 T1 A 2 H2η( t) + T1 B2 u( t) 和 Ûη( t) -

C2 A 2 H2η( t) - C2 B2 u( t) 分别看作是等效输入和等

效输出 ,可以对式 (26) 构造 L uenberger 观测器如

下 :

ŵ
·

( t) =

( T1 - L C2 ) [ A 2 H1 ŵ ( t) +

A 2 H2η( t) + B2 u( t) ] + LÛη( t) . (27)

其中 : ŵ 是状态 w 的估计值 , L 是观测器增益矩阵.

　　为了消除微分项Ûη,引入变量代换 x c ( t) = ŵ ( t)

- Lη( t) ,则有
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　Ûx c ( t) = ŵ
·

( t) - LÛη( t) =

　( T1 - L C2 ) [ A 2 H1 x c ( t) + B2 u( t) +

　A 2 ( H1 L + H2 )η( t) ] ,

　Ψ̂( t) = T - 1 ŵ ( t)

η( t)
= H1 ŵ ( t) + H2η( t) =

　H1 xc ( t) + ( H2 + H1 L)η( t) . (28)

　　令 H1 = [ HT
11 　HT

21 ]T , H2 = [ HT
12 　HT

22 ]T ,其

中 H11 , H12 , H21 和 H22 是适当维数的矩阵 ,则可得

降维状态观测器

Ûx c ( t) = ( T1 - L C2 ) [ A 2 H1 x c ( t) + B2 u( t) +

　　　 A 2 ( H1 L + H2 )η( t) ] ,

ẑ ( t) = H11 x c ( t) + ( H12 + H11 L)η( t) ,

φ̂( t) = H21 x c ( t) + ( H22 + H21 L)η( t) . (29)

　　由式 (5) 求出 z ( t) 和η( t) ,将其代入式 (29) ,并

把故障状态转化为故障 ,则得式 (19) .

　　为了得到物理可实现的容错控制律 ,将最优容

错控制律 (8) 中的 x ( t) 和φ( t) 分别用观测值 x̂ ( t)

和φ̂( t) 替代 ,得到

u3 ( t) =

- R - 1 (e - AτB ) T [ Px̂ ( t) +

P∫
t

t-τ
eA ( t- h)

B1 u( h) d h + P1φ̂( t) ] . (30)

　　将式 (19) 中的 x̂ ( t) 和φ̂( t) 代入式 (30) ,则可

以得到动态最优容错控制 (20) . □

5　仿真示例
　　考虑如下线性时滞系统 :

Ûx ( t) =
0 1

- 3 2
x ( t) +

1

1
u( t - 1) +

　　　
2 0

1 0
f ( t) , t > 0 ,

x ( t) = [0 . 3　0 . 2 ]T , t ∈[ - 1 ,0 ] ,

y ( t) = [1　0 ] x ( t) + [0　1 ] f ( t) . (31)

　　假设故障 f ( t) 的动态特性由下列外系统描述 :

　　Ûφ( t) =

0 1 0 0

- 1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 - 4 0

φ( t) , t > t0 ,

　　φ( t) = 0 , t ∈[0 , t0 ) ,

　　φ( t0 ) = [1　0　0　1 ]T ,

　　f ( t) =
1 0 0 0

0 0 0 1
φ( t) . (32)

其中 :传感器故障发生在 ts = 20 s ,执行器故障发生

在 ta = 50 s.所以 t0 = 20 s ,当 t < 20 s时有φ( t) =

0 .

　　将降维观测器的极点配置到 - 3 , - 2 ±j1 , - 1

±j1 .依照Ackermann公式 ,可得到观测器的增益矩

阵 L 如下 :

L =

[ - 1. 039 2　23 . 147 8　 - 1 . 230 8　3 . 487 2　2 . 421 6 ] T .

　　取非奇异矩阵 T为

T =

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1

.

　　用Matlab进行仿真.图 1为故障诊断器诊断出

的执行器故障和传感器故障.图 2 (a) 和 (b) 分别为

最优容错控制和经典最优控制中的状态变量 x1 和

x2 ,图 3为最优容错控制和经典最优控制中的控制

输入变量 u.

图 1　故障诊断器的输出

图 2　状态变量

　　由图 1故障诊断器的输出曲线可知 ,本文设计

的降维故障诊断器诊断出的故障与实际发生的故障

一致 ,表明该故障诊断器是有效的.由图 2和图 3的
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图 3　状态变量 x2

仿真结果可知 ,当时滞系统发生故障时 ,在二次型性

能指标最小意义下 ,在衰减故障对系统状态变量和

控制输入变量的影响方面 ,本文的最优容错控制明

显优于经典的最优控制 ,表明本文所设计的动态最

优容错控制是有效的.

6　结 　　论
　　本文研究了含有执行器故障和传感器故障的含

控制时滞的线性系统的故障诊断和容错控制问题 ,

设计了能实时在线诊断出具体故障的降维故障诊断

器 ,利用 Riccati 矩阵方程和 Sylvester 方程给出了

动态最优容错控制律的存在唯一性条件和设计算

法.仿真结果表明 ,本文提出的故障诊断方法和动态

最优容错控制律是可行且有效的.
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