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不确定多变量系统的高阶滑模控制
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摘　要 : 针对一类系统矩阵和输入矩阵存在不确定性的多变量系统 ,结合微分估计器技术和极点配置技术 ,提出一

种二阶非奇异终端滑模分解控制方法.所提方法适用于维数较高系统 ,可简化控制器设计 ,消除控制信号的高频抖

振 ,实现系统的鲁棒递阶控制.仿真结果验证了所提方法的有效性.
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Abstract : Based on a derivative estimator and eigenvalue configuration , a second2order nonsingular terminal sliding

mode decomposed control method is proposed for a class of multivariable systems with uncertain systemic matrix and

input matrix. The proposed method is suitable for high2dimensional multivariable systems , which can simplify the

design of controller , eliminate the chattering phenomenon and realize robust hierarchical control . The simulation

result s show the effectiveness of the design method.
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1　引　　言
　　抖振问题一直是制约滑模控制理论在实际系统

应用中的突出问题.以往的解决方法是用平滑函数

或饱和函数取代符号函数 ,但降低了系统的控制性

能[1 ,2 ] .近年来 ,如何研究一种既能保证系统的鲁棒

性 ,又能实现连续控制的高阶滑模控制方法 ,成为一

个研究热点[ 326 ] .文献 [ 3 ]利用螺旋切换算法和微分

估计技术设计了任意阶高阶滑模控制器 ,[4 ]利用时

间最优技术提出一种二阶滑模控制律 , [ 5 ]基于

L yap unov稳定性理论提出一种高阶滑模控制方法 ,

[6 ]利用滤波器技术构造了一种二阶滑模控制器.

　　本文针对一类系统矩阵和输入矩阵存在不确定

性的多变量系统 ,通过状态变换和去耦合处理 ,将系

统简化为解耦能控标准型 ,并结合微分估计器技术

和极点配置技术 ,提出一种二阶非奇异终端滑模分

解控制方法.仿真结果表明 ,所提方法适用于高维多

变量系统 ,可简化控制器设计 ,提高系统的动态响应

速度 ,实现系统鲁棒递阶控制 ,并有效消除高频抖

振.

2　系统描述与模型分解
　　考虑下面一类系统矩阵和输入矩阵存在不确

定性的多变量系统 :

Ûx ( t) = ( Â + Aper ( t) ) x( t) + ( B̂ + Bper ( t) ) u( t) .

(1)

其中 : x ∈Rn , u ∈Rm ,且 1 ≤m < n;标称阵 Â ∈

Rn×n , B̂ ∈Rn×m 为常数阵 ,且 ( Â , B̂) 能控 ;假设不确

定项 Aper ∈Rn×n , Bper ∈Rn×m 满足如下匹配条件 :

Aper ( t) = B̂d1 ( t) , Bper ( t) = B̂d2 ( t) . (2)

d1 ( t) ∈Rm×n , d2 ( t) ∈Rm×m 为有界时变函数 ,且满

足 ‖d1 ( t) ‖≤ ld1 , ‖Ûd1 ( t) ‖≤ ld d1
, ‖d2 ( t) ‖≤

ld2 .

　　控制目标 :设计适当控制策略 ,使得不确定多

变量系统 (1) 由任意初始状态 x(0) ≠0收敛到零.

2 . 1　块能控标准型

　　为将不确定多变量系统 (1) 转换为块能控标准

型 ,作如下非奇异状态变换[7 ] :
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y = Fx , (3)

其中 y ∈Rn .则系统 (1) 变换为

Ûy ( t) = ( Â′+ΔA′( t) ) y( t) + ( B̂′+ΔB′( t) ) u( t) .

(4)

其中

Â′= FÂ′F - 1 , B̂′= FB̂ = [0　B̂T
1 ,0 ]T ,

ΔÂ′( t) = B̂′d1 ( t) F- 1 ,ΔB′( t) = B̂′d2 ( t) ,

B̂1 ,0 ∈R r×m ,且 r ≤m , rank B̂1 ,0 = r. B̂1 ,0 的伪逆阵

表示为 B̂+
1 ,0 = B̂T

1 ,0 [ B̂1 ,0 B̂T
1 ,0 ] - 1 .

　　将变换后的系统 (4) 写成分块的形式为

Ûyi ( t) = ∑
r

j = i

Â′i , j y i ( t) + B̂′i , i- 1 yi - 1 ( t) ,

　　　　　i = 2 ,3 , ⋯, r;

Ûy1 ( t) = ∑
r

j = 1
Â′1 , j y j ( t) + B̂1 ,0 d1 ( t) x( t) +

　　　　( B̂1 ,0 + B̂1 ,0 d2 ( t) ) u( t) .

(5)

其中 : y = [ yT
1 ⋯yT

r ]T , yi ∈Rni , i = 1 ,2 , ⋯, r ,矩阵

B̂ i , i - 1行满秩 , yi- 1可视为第 i层状态方程的虚拟控制

量.

2 . 2　解耦块能控标准型

　　为消除块能控标准型 (5) 中的状态耦合 ,利用

文献[8 ] 的去耦合处理方法 ,作如下非奇异状态变

换 :

y = F′z , (6)

其中 z ∈Rn .则系统 (5) 转换为解耦块能控标准型

Ûz ( t) = ( Â″+ΔÂ″( t) ) z( t) + ( B̂″+ΔB″( t) ) u( t) .

(7)

其中

Â″= ( F′) - 1 Â′F′, B̂″= ( F′) - 1 B̂′= [0　B̂T
1 ,0 ]T ,

ΔA″( t) = B̂″d1 ( t) F- 1 F′,ΔB″( t) = B̂″d2 ( t) .

　　将式 (7) 写成分块的形式为

Ûzi ( t) = N i z i ( t) + B̂″i , i- 1 zi- 1 ( t) ,

　　　　　i = 2 ,3 , ⋯, r;

Ûz1 ( t) = ∑
r

α= 1
�A″1 ,αzα( t) + B̂1 ,0 d1 ( t) x ( t) +

　　　( B̂1 ,0 + B̂1 ,0 d2 ( t) ) u( t) .

(8)

其中 :z = [ zT
1 　⋯　zT

r ]T , zi ∈Rni ; N i ( i = 2 ,3 , ⋯,

r) 为设计矩阵.本文设计 N i = -λi I ni , -λ2 < -λ3 <

⋯ <λr < 0 . N i 确定后 ,状态变换阵 F′即可算出 ,

F′=

I 0 0 ⋯ 0 0

- Kr- 1 , r I 0 ⋯ 0 0

- Kr- 2 , r - Kr- 2 , r- 1 I ⋯ 0 0

… … … ω … …

- K2 , r - K2 , r- 1 - K2 , r- 2 ⋯ I 0

- K1 , r - K1 , r- 1 - K1 , r- 2 ⋯ - K1 ,2 I

.

(9)

其中 Ki , j ( i = 1 ,2 , ⋯, r - 1 , j = 2 ,3 , ⋯, r) 计算公

式推导如下 :

Ki , i+1 = B̂+
i+1 , i ( Ki+1 , i+2 B̂ i+2 , i+1 + A′i+1 , i+1 - N i+1 ) ,

i = 1 ,2 , ⋯, r - 1 ; (10)

　Ki , j = B̂+
i+1 , i ( Ki+1 , j N j + A′i+1 , j +

　　　　Ki+1 , j +1 B̂ j +1 , j - ∑
i+1

k = j - 1
A′i+1 , k Kk , j ) ,

　i = 1 ,2 , ⋯, r - 2 , j = i + 2 , i + 3 , ⋯, r. (11)

当 i [1 ,2 , ⋯, r - 1 ] , j [2 ,3 , ⋯, r]时 , Ki , j = 0 ; i

[1 ,2 , ⋯, r] , j [0 ,1 , ⋯, r - 1 ]时 , Bi , j = 0 .

　　将 F′代入式 (7) ,则解耦块能控标准型可确定

下来 ,从而大大简化了控制器设计.

3　二阶非奇异终端滑模控制
　　对于解耦块能控标准型 (7) 的输入输出子系

统 ,不确定项 Bper ∈Rn×m 难以直接设计二阶滑模控

制律 ,为此引入辅助系统.从而 ,输入输出子系统的

二阶滑模控制问题转换为两步设计 :设计控制律

u( t) ,使得输入输出子系统尽快跟踪上辅助系统 ;设

计辅助控制律 ,使辅助系统状态收敛到零 ,即意味着

输入输出子系统状态也收敛到零.

3 . 1　输入输出子系统的跟踪控制

　　针对式 (7) 的输入输出子系统 ,设计辅助系统

为

ξ
·

( t) = ∑
r

α= 1
�A″1 ,αzα( t) - mB̂ 1 ,0 u( t) + w( t) . (12)

其中 :ξ∈Rn1 ,设计参数 m µ ld2 , w( t) 为辅助控制

律.

　　定义 e = z1 -ξ,由式 (7) 和 (12) ,则偏差系统为

　　Ûe ( t) = B̂1 ,0 d1 ( t) x ( t) + ( m + 1) B̂1 ,0 ( Im +

　　　　　 d2 ( t)
m + 1) u( t) - w( t) . (13)

　　由于 m µ ld2 , ‖d2 ( t) / ( m + 1) ‖ ν 1 ,意味着

Im + d2 ( t) / ( m + 1) ≈ Im ,则式 (13) 近似为

Ûe ( t) = B̂1 ,0 d1 ( t) x( t) +

( m + 1) B̂1 ,0 u( t) - w( t) . (14)

　　针对偏差系统 (14) ,设计滑模面 k ( t) 为

k( t) = e + c1 Ûep/ q . (15)

其中 : k ∈Rn1 ; c1 = diag ( c11 , ⋯, c1 ni
) , c1 i > 0 , i =

1 ,2 , ⋯, ni ; p和 q为奇数 ,且 p > q > 0 ,1 < p/ q <

2 .

　　定理 1　对于偏差系统 (14) ,选取滑模面 (15) ,

若采取如下控制策略 ,则状态 e和Ûe将在有限时间内
收敛到零 :

u( t) = u0 ( t) + u1 ( t) , (16)

u0 ( t) =
1

m + 1
B̂+

1 ,0 w( t) , (17)
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　　　　　　u1 ( t) =∫
t

0
v( t) d t. (18)

其中

v( t) = veq ( t) + vn ( t) , (19)

veq ( t) = -
q

( m + 1) p
B̂ +

1 ,0 c- 1
1 Ûe2 - p/ q , (20)

vn ( t) = -
1

m + 1
B̂+

1 ,0 [ ‖B̂1 ,0 ‖( ld d1
‖x‖+

　　　ld1 ‖Ûx ‖) +η1 ]sgn ( k) , (21)

η1 > 0为设计参数.

　　证明 　取 Lyap unov函数 V ( t) = 0 . 5 kT k ,则

V ( t) 对时间的一阶导数为

ÛV ( t) = kT Ûk =

kT ( pc1 diag (Ûep/ q- 1 ) / q) [ B̂1 ,0 ( d1 ( t) x ( t) )′+

( m + 1) B̂1 ,0 Ûu ( t) - Ûw( t) + pc - 1
1 Ûe2 - p/ q/ q].

代入控制律 (16) ～ (20) ,有

ÛV ( t) ≤- kT [
p
q
η1 c1 diag (Ûep/ q- 1 ) ]sgn ( k) .

　　针对上述二次型不等式 ,文献 [9 ]已详细证明

ÛV ( t) ≤0 ,且ÛV ( t) = 0这种状态不会一直保持.根据

L yap unov稳定性理论 ,由式 (15) ,可算出 e与Ûe在有
限时间 ts内收敛到滑模面 k ( t) = 0 ,定理 1得证. □

ts =
p

p - q
max

i = 1 , ⋯, n1

( c1 ie i (0)
p

p - q) . (22)

3 . 2　辅助系统的二阶滑模控制

　　当输入输出子系统 (7) 跟踪上辅助系统 (12)

后 ,在 u( t) 的等效控制作用下 ,辅助系统变为

ζ
·

( t) = ∑
r

α= 1
�A″1 ,αzα( t) -

m
m + 1

B̂1 ,0 d1 ( t) x ( t) +

1
m + 1

w( t) . (23)

　　针对上述辅助系统 (23) ,设计滑模面 l ( t) 为

l ( t) =ξ+γ- 1ξ
·

p/ q . (24)

其中 : l ∈Rn1 ;γ = diag (γ1 ,γ2 , ⋯,γni
) ,γi > 0 , i =

1 ,2 , ⋯, ni .

　　定理 2　对于辅助系统 (23) ,选取滑模面 (24) ,

若采取如下控制策略 ,则状态ξ和ξ
·

有限时间收敛到

零 :

w( t) = w0 ( t) + w1 ( t) , (25)

w0 ( t) = - ( m + 1) ∑
r

α= 1
�A″1 ,αzα( t) , (26)

w1 ( t) =∫
t

0
Ψ( t) d t. (27)

其中

　　Ψ( t) = Ψeq ( t) +Ψn ( t) , (28)

　　Ψeq ( t) = -
q
p

( m + 1)γξ
·

2 - p/ q , (29)

　　Ψn ( t) = - [ m‖B̂1 ,0 ‖( ld d1
‖x‖+

　　　　　 ld1 ‖Ûx ‖) +η2 ]sgn ( l) , (30)

η2 > 0为设计参数.

　　证明 　与定理 1 证明类似 ,这里不再详细推

导.由式 (24) ,ξ与ξ
·

在 tw内 ,从 l ( ts ) 收敛到 l ( tw ) =

0 ,定理 2得证. □

tw = ts +
p

( p - q) min
i = 1 , ⋯, n1

γi
max

i = 1 , ⋯, n1

(ξi ( ts)
p

p - q) .

(31)

　　当ξ收敛到零后 ,意味着 z1也收敛到零.由于零

动态子系统渐近稳定 ,从而能控标准型 (7) 渐近稳

定.因为从 x到 z变换为线性 ,所以不确定多变量系

统 (1) 的状态 x也将渐近稳定.

　　注 1　本文利用如下微分估计器[3 ] ,获取状态 e

和ξ的微分估计值 e
·̂
和ξ
·̂

,设计滑模面 k ( t) 和 l ( t) :

Ûδi ( t) = v0 i ( t) ,

v0 i ( t) = v1 i ( t) - λ0 i |δi ( t) -

　　　　ei ( t) | 1/ 2 sgn (δi ( t) - <i ( t) ) ,

Ûv1 i = - λ1 i sgn ( v1 i - v0 i ) ,

<
·̂

i = v1 i ,

i = 1 ,2 , ⋯, n1 .

其中 :<i ( t) 为微分估计器输入信号 , <
·̂

( t) 为输出的

微分估计值 ,λ0 i 和λ1 i 为设计参数.

4　仿真实例
　　对不确定系统 (1) 进行仿真研究 ,其中

Â =

2 1 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

, B̂ =

2 1 1

2 1 1

1 1 1

3 2 1

- 1 0 0

1 0 1

1 0 0

,

Aper ( t) = sin (2 t) ×

0 . 2 0 . 1 0 . 1 0 . 2 0 . 1 0 . 1 0 . 2

0 . 2 0 . 1 0 . 1 0 . 2 0 . 1 0 . 1 0 . 2

0 . 1 0 . 1 0 . 1 0 . 1 0 . 1 0 . 1 0 . 1

0 . 3 0 . 2 0 . 1 0 . 3 0 . 2 0 . 1 0 . 3

- 0 . 1 0 0 - 0 . 1 0 0 - 0 . 1

0 . 1 0 0 . 1 0 . 1 0 0 . 1 0 . 1

0 . 1 0 0 0 . 1 0 0 0 . 1

,
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　Bper ( t) = sin (2 t)

0 . 2 0 . 1 0 . 1

0 . 2 0 . 1 0 . 1

0 . 1 0 . 1 0 . 1

0 . 3 0 . 2 0 . 1

- 0 . 1 0 0

0 . 1 0 0 . 1

0 . 1 0 0

,

系统初始状态 x (0) = [ - 5 . 178 , - 7 . 953 ,

- 10 . 155 , - 19 . 686 , - 6 . 327 ,5 . 73 , 3 . 1770 ]T .

　　首先 ,利用式 (3) ,将系统 (1) 变换为块能控标

准型 (5) ,状态变换阵可计算得

F =

0 1 0 - 0 . 5 - 0 . 5 - 0 . 5 - 0 . 5

1 0 - 1 0 0 0 - 1

0 0 - 2 1 0 1 - 2

0 0 0 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1

.

　　为进一步将系统 (5) 化为解耦块能控标准型 ,

设计矩阵

N2 =

- 1 0 0

0 - 1 0

0 0 - 1

, N3 = - 0 . 6 .

由式 (9) ～ (11) ,计算得到变换矩阵

F′=

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

- 5 . 2 0 0 1 0 0 0

- 6 . 72 - 3 2 . 5 4 . 1 1 0 0

8 . 32 0 0 - 4 . 6 0 1 0

4 . 16 0 - 1 . 5 2 . 3 0 0 1

,

继而解耦块能控标准型 (8) 可以确定.其中

�A″11 =

7 . 2 2 . 6 1 . 6

- 7 . 4 - 1 . 2 - 8 . 2

6 . 2 2 . 6 5 . 6

,

�A″12 =

- 1 . 16 3 . 5 - 1 . 5

35 . 92 3 - 9

- 17 . 96 - 1 3

,

�A″13 =

- 13 . 52

- 13 . 52

6 . 76

.

　　滑模面 k( t) 和 l ( t) 设计参数为 : p = 5 , q = 3 ;

c1 = diag (0 . 7 ,1 . 1 ,1 . 3) ;γ = diag (0 . 8 ,1 ,1 . 2) .控

制律 u( t) 和 w( t) 的设计参数为 : m = 10 ,η1 = 0 . 1 ,

η2 = 1 .

　　求取 e
·̂

1 , e
·̂

2 和 e
·̂
时 ,微分估计器设计参数为 :λ01

= 2 . 16 ,λ11 = 4 . 54 ;λ02 = 8 . 21 ,λ12 = 6 . 02 ;λ03 =

7 . 03 ,λ13 = 5 . 16 .求取ξ
·̂

1 ,ξ
·̂

2和ξ
·̂

3时 ,设计参数λ01 =

8 . 21 ,λ11 = 6 . 02 ;λ02 = 7 . 03 ,λ12 = 5 . 16 ;λ03 =

6 . 36 ,λ13 = 4 . 67 .

　　仿真结果如图 1～图 5所示.图 1和图 2分别为

e( t) 与 e
·̂

( t) ,ξ( t) 与ξ
·̂

( t) 的相平面 ,可见 e( t) 和ξ( t)

均有限时间内收敛到零.图 3 和图 4 分别为控制信

号 u( t) 和w( t) ,可见高频抖振已被消除.图5为系统

状态 x ( t) ,可见其递阶渐近收敛到零 .由仿真结果

图 1　e( t) 和 e
·̂
相平面

图 2　ξ( t) 和ξ
·̂
相平面

图 3　控制信号 u( t)

图 4　控制信号 w( t)
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图 5　系统状态 x( t)

可见 ,系统达到设计要求.

5　结 　　论
　　本文针对一类系统矩阵和输入矩阵存在不确定

性的多变量系统 ,基于终端滑模设计方法 ,利用微分

估计器技术 ,提出一种二阶滑模控制方法.实现了无

抖振滑模控制 ,提高了系统的动态响应速度 ,并实现

系统鲁棒递阶控制.仿真结果表明了所提方法的有

效性.
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