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复杂网络上带有直接免疫的 SIRS类传染模型研究
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摘　要 : 在 SIRS(susceptible2infected2removed2susceptible)模型基础上 ,提出一个带有直接免疫的 SIRS类传染模型.

利用平均场理论 ,分析得到该传播模型的传染临界阈值主要与网络拓扑结构、直接免疫速率和免疫丧失速率有关.理

论分析和数值仿真表明 ,直接免疫作用可以增大复杂网络上疾病传播的临界阈值、降低传染性疾病的传播范围 ,从而

有效控制疾病在复杂网络上传播.
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Abstract : An epidemic model with direct immunization is proposed based on SIRS ( susceptible2infected2removed2
susceptible) model. By using the mean2field theory , the epidemic threshold of the model is concerned with the

topology of networks , direct immunization rate and loss rate of immunity. Theoretical analyses and numerical

simulations indicate that the direct immunization can increase the critical threshold of epidemic spreading on complex

networks and reduce the prevalence of infectious disease , thus effectively control the disease spreading on complex

networks.
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1　引　　言
　　许多社会、生物和技术系统可以用复杂网络来

描述 ,节点代表个体或组织 ,边模拟个体之间的相互

作用或联系[123 ] .理解复杂网络化系统的动态演化行

为是复杂网络领域研究的终极目标之一.其中 ,研究

复杂拓扑结构对传播动力学的影响是一项重要的研

究课题[123 ] .许多现实的应用[125 ] ,如传染性疾病、计

算机病毒、谣言或舆论在社会中传播与扩散等 ,都可

以看作发生在网络上的某种传播动力学行为.

　　对于传播动力学的研究一般借用流行病学[4 ]的

方法 ,假定人群处于有限个离散的状态 :易感态 ( S)

或健康态 ,感染态 ( I) ,移除态 ( S) .然后采用微分方

程的办法来建立传播模型 ,如 SI , SIS及 SIR 模型

等.传统的流行病学基于微分方程的传播模型没有

考虑网络拓扑结构影响 ,适合描述完全规则网络上

的传播动力学.而对于真实复杂网络 ,拓扑结构既非

完全规则、也非完全随机 (通常具有小世界效应[6 ]和

无标度特性[7 ] ) ,发生在其上的传播行为有何不同 ?

最近一些工作对这一问题作了较深入的探索[8215 ] .

均匀网络 (随机、规则以及小世界网络)存在非零的

临界阈值 ,低于此阈值疾病不会大规模流行 ,最终消

失 ;而非均匀网络 (如无标度网络) ,不存在有限的临

界阈值 (即临界阈值为 0) ,即无论感染速率有多小 ,

最终也会在网络中流行 ,演化为地方病状态.

　　上述工作通常以 SIS或 SIR传播模型为基础 ,

研究疾病传播的临界阈值、静态感染密度以及动态
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演化规律等[8215 ] .而真实流行病学中很多被免疫的

个体具有临时免疫性 ,即 SIRS模型.文献 [ 16 ]研究

了 SIRS模型上的同步行为 ,与传播问题不同 ; [ 17 ]

提到了一种改进的 SIRS模型传播问题 ; [ 18 ]研究

了基于复杂网络上标准 SIRS模型的传播行为 ,得

到了与[ 8 ]类似的结果.所有这些传染模型没有考虑

接种疫苗、安装反病毒软件等对健康个体产生的直

接免疫作用 ,本文提出一种带直接免疫作用的 SIRS

传播模型来模拟这一真实传播行为.研究表明 :对于

均匀网络 ,存在非零的临界传播阈值 ;对于非均匀异

质网络 ,在生态极限下 ,临界阈值趋于零.同时结果

还表明[ 18 ]的结论是本文研究的一个特例.

2　直接免疫的 SIRS模型
　　通常 ,当一种新的计算机病毒在网络上爆发

后 ,杀毒软件公司会尽快提供相应的专杀工具或更

新软件版本 ,供用户下载使用. 当用户安装或升级

后 ,可以清除该病毒、预防被该病毒感染 ,从而大大

降低感染的几率.另外 ,对婴幼儿接种预防疫苗 ,可

以降低感染天花、麻疹、乙型肝炎、脊髓灰质炎等传

染性疾病的机会[4 ,5 ] .所有这些实例表明 ,直接免疫

行为在计算机病毒、传染病防治中广泛应用.但是目

前考虑这种直接免疫作用的传染模型较少 ,为此本

文提出一个同时考虑直接免疫和临时免疫的新的传

播模型 ,如图 1所示.

图 1　直接免疫的 SIRS模型

　　模型假定个体总是处于 3种离散的状态 :易感

态 ( S) ,感染态 ( I) 和免疫态 ( R) .个体之间转移的规

则为 :易感者 (即健康者) 如果与感染者接触以概率

β被感染 ,感染者以概率γ被治愈并进入免疫态 ,免

疫者则以概率δ丧失免疫性 ,同时可以通过给部分

健康者接种疫苗 ,使其以概率α(图1中虚线所示) 直

接进入免疫态.当α= 0时 ,该模型简化为标准 SIRS

传染模型.用 s ( t) , i ( t) , r( t) 分别表示 3 类个体在 t

时刻分别占总人群的比例.本文将利用平均场理论

分析该传染模型在复杂网络上的传播临界特性.

3　均匀网络上直接免疫的 SIRS传染模型
　　对均匀网络 (如随机图、规则晶格及小世界网

络等) [123 , 6 ] 的度分布高度峰化 ,度扰动很小 ,近似为

平均度〈k〉,即 ki ≈〈k〉.根据平均场理论 ,图 1所示

直接免疫的 SIRS类传染模型的传播动力学方程如

下所示 :

ds ( t)
d t

= - β〈k〉s ( t) i ( t) +δr ( t) - αs ( t) ,

d i ( t)
d t

=β〈k〉s ( t) i ( t) - γi ( t) ,

d r( t)
d t

=γi ( t) - δr ( t) +αs ( t) . (1)

　　根据归一化条件 s ( t) + i ( t) + r( t) = 1 ,仅需考

虑方程组 (1) 的前 2个方程.但方程组 (1) 的解析解

一般不容易求解 ,转而考虑稳态条件下解的情况.令

ds ( t) / d t = 0 , d i ( t) / d t = 0 ,可得方程组 (1) 的平衡

点为 ( s , i ) = (
δ
α+δ

,0) 或 (
γ
β〈k〉

,
β〈k〉δ- γ(α+δ)
β〈k〉(γ+δ) ) .

　　引理 1　平衡点 ( s , i ) = (
δ
α+δ

,0) 是方程组

(1) 的局部稳定解.记λ=β/γ为有效传播速率 ,当λ

< (1 +
α
δ) 1
〈k〉
时 ,方程组 (1) 收敛于 ( δα+δ

,0) ,称为

无病平衡点.

　　证明 　考虑方程组 (1) 前 2个方程的 J acobian

矩阵为

J =

- α- δ -
β〈k〉δ+δ(α+δ)
α+δ

0
β〈k〉δ- γ(α+δ)
α+δ

. (2)

对应的行列式和迹 ( t race) 分别为

| J | =γ(α+δ) - β〈k〉δ, (3)

t r ( J ) = - α- δ+
β〈k〉δ- γ(α+δ)
α+δ

. (4)

　　当 | J | > 0时 ,迹 t r ( J ) < 0 ,方程组的 2个特

征根都为负 ,故此解局部稳定.即当λ< (1 +
α
δ) 1
〈k〉

时 ,方程组 (1) 收敛于 ( s , i ) = ( δα+δ
,0) ,即无病平

衡点. □

　　引理 2　平衡点

( s , i) = (
γ
β〈k〉

,
β〈k〉δ- γ(α+δ)
β〈k〉(γ+δ) )

是方程组 (1) 的局部稳定解 ,当λ> (1 +
α
δ) 1
〈k〉
时 ,

方程组 (1) 收敛于该平衡点 ,称为地方病状态平衡

点.

　　证明 　考虑方程组 (1) 前 2个方程的 J acobian

矩阵为

J =

-
β〈k〉δ- γ(α+δ)
γ+δ

- α- δ - γ - δ

β〈k〉δ- γ( a +δ)
γ+δ

0
. (5)

对应的行列式和迹分别为

　　　| J | =β〈k〉δ- γ(α+δ) , (6)

964
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　　　t r ( J ) = - α- δ+
γ(α+δ) - β〈k〉δ
γ +δ

. (7)

显然 ,当 | J | > 0时 ,迹 t r ( J ) < 0 ,同样由解的稳定

性定理知 , (
γ
β〈k〉

,
β〈k〉δ- γ(α+δ)
β〈k〉(γ+δ) ) 是局部稳定解.

即当λ > (1 +
α
δ) 1
〈k〉
时 ,方程组 (1) 收敛于 (

γ
β〈k〉

,

β〈k〉δ- γ(α+δ)
β〈k〉(α+δ) ) . □

　　定理 1　对均匀复杂网络 ,直接免疫的 SIRS传

染模型的传播阈值为λC = (1 +
α
δ) 1
〈k〉

.当λ <λC

时 ,疾病消失 ,系统稳定于无病平衡点 ;当λ>λC时 ,

系统收敛于地方病状态平衡点.

　　由引理 1和引理 2容易得定理 1结果.

　　直接免疫的 SIRS传染模型的传播阈值 ,除了

与网络拓扑结构有关外 ,还与直接免疫率α和免疫

丧失率δ有关 ,即直接免疫会加大均匀网络上的传

播阈值.特别地 ,当α= 0时 ,得到标准 SIRS的阈值

为λC =
1
〈k〉

,只与均匀网络的拓扑结构有关 ,即为文

献[18 ]的结论.

4　非均匀网络上直接免疫的 SIRS传染模型

　　dsk ( t)
d t

= - βks k ( t)θ( t) +δr k ( t) - αs k ( t) ,

　　d ik ( t)
d t

=βks k ( t)θ( t) - γi k ( t) ,

　　d rk ( t)
d t

=γi k ( t) - δr k ( t) +αs k ( t) . (8)

　　对高度非均匀网络 (如 BA无标度网络) [123 , 7 ] ,

度分布呈幂律形式 ,节点度扰动很大 ,平均度〈k〉不

再是网络的特征表示 ,因此必须考虑节点度的非均

匀性. 针对每一个度 k ,设 3 类节点的相对密度为

sk ( t) , ik ( t) , rk ( t) .同样由平均场理论 ,系统动力学

由方程组 (8) 确定 ,这里θ( t) 表示在 t时刻随机取 1

条边与感染者连接的概率.

4 . 1　节点度不相关情形

　　对节点度不相关的复杂网络 ,如 BA 无标度网

络[7 ] ,任一条边指向一个具有度为 s的节点的概率

与 s P ( s) 成正比 ,其中 P( s) 为节点度分布. 因此 ,

θ( t) 独立于节点的度 ,可表示为

θ( t) =
∑

k

k P ( k) ik

∑
s

s P ( s)
=

1
〈k〉∑k k P ( k) ik . (9)

　　在稳态条件下 ,

dsk ( t)
d t

= 0 ,
d ik ( t)

d t
= 0 ,

d rk ( t)
d t

= 0 .

方程组 (8) 的第 2个方程的稳态解为

ik ( ∞) =
βkδθ( ∞)

γ(α+δ) + (γ+δ)βkθ( ∞)
, (10)

其中θ( ∞) 满足自相容条件

θ( ∞) =
∑

k

k P ( k) ik ( ∞)

〈k〉
=

∑
k

k2 P( k)
βδθ( ∞)

γ(α+δ) + (γ+δ)βkθ( ∞)
〈k〉

=

f (θ( ∞) ) . (11)

　　显然 ,θ( ∞) = 0是方程 (11) 的一个平凡解.另

外 ,如果 f (θ( ∞) ) 连续、可微 , 容易证明它关于

θ( ∞) 严格单调递增.要使方程 (11) 存在非平凡解 0

<θ( ∞) ≤1 ,则方程 (11) 右边必须满足

d
dθ

f (θ( ∞) ) |θ( ∞) = 0 > 1 . (12)

整理得

δβ
γ(α+δ)
〈k2〉
〈k〉

> 1 . (13)

从而 ,有效传播速率λ=
β
γ > (1 +

α
δ)〈k〉
〈k2〉

,由此得

到定理 2 .

　　定理 2　对非均匀不相关复杂网络 ,直接免疫

的 SIRS传染模型的传播阈值为λC = (1 +
α
δ)〈k〉
〈k2〉

.

当λ<λC时 ,疾病消失 ,系统稳定于无病平衡点 ;当λ

>λC 时 ,系统收敛于地方病状态平衡点.

　　同样 ,传染临界值除了与网络拓扑结构有关

外 ,还与直接免疫率α和免疫丧失率δ有关 ,直接免

疫会加大均匀网络上的传播阈值.特别地 ,当α = 0

时 ,得到标准 SIRS的阈值为λC =
〈k〉
〈k2〉

,只与均匀网

络的拓扑结构有关 ,与文献 [18 ]的结论一致.显然 ,

在生态极限下 ( N →∞) ,临界阈值λC →0 .

4 . 2　节点度相关情形

　　对节点度相关的复杂网络[123 ] ,如在一些社会

网络中 ,度大的节点倾向于与度较大的节点相连 ,称

为正相关 ; 而在一些技术网络如 Internet ,WWW

等 ,度大的节点倾向于与度较小的节点相连 ,称为负

相关.一般用条件概率 P( k′| k) 来表示这种相关

性[10 ] ,其中 P( k′| k) 表示从度为 k的节点出发的边

指向度为 k′的节点概率.此时

θ( t) = ∑
k′

P ( k′| k) ik′( t) . (14)

稳态条件下

　θ( ∞) = ∑
k′

P ( k′| k) ik′( ∞) =

∑
k′

P ( k′| k)
βk′δθ( ∞)

γ(α+δ) + (γ+δ)βk′θ( ∞)
. (15)

　　与 4 . 1节类似 ,可得此时的传染临界值为

074
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�λC = (1 +
α
δ) 1

∑
k′

k′P ( k′| k)
. (16)

　　定理 3　对非均匀相关复杂网络 ,直接免疫的

SIRS传染模型的传播阈值为

�λC = (1 +
α
δ) 1

∑
k′

k′P ( k′| k)
.

当λ<λC时 ,疾病消失 ,系统稳定于无病平衡点 ;当λ

>λC 时 ,系统收敛于地方病状态平衡点.

　　如果节点的度不相关 ,则有

θ( t) = ∑
k′

P ( k′| k) ik′( t) =

1
〈k〉∑k′ k′P ( k′) ik′( t) , (17)

即 P( k′| k) =
k′P ( k′)
〈k〉

.代入方程 (16) 得

�λC = (1 +
α
δ) 1

∑
k′

k′k′P
( k′)
〈k〉

= (1 +
α
δ)〈k〉
〈k2〉

,

(18)

恰好为节点度不相关的情况 ,与定理 2结论一致.

　　对一般的度分布关联的情况 ,如果知道其条件

分布 ,就可以用条件分布近似求和 ,求出∑
k′

k′P ( k′

| k) ,进而得到 �λC .

5　数值仿真
　　为了验证上述平均场理论分析的正确性 ,以

WS小世界网络[6 ]和BA无标度网络[7 ]模型为基础 ,

通过大量的数值仿真 ,研究复杂网络上带有直接免

疫的 SIRS类传染模型的临界阈值特性.

　　仿真中 ,网络规模 N = 10 000 ,平均度〈k〉≈ 6 .

对直接免疫的传染模型 ,保持治愈率γ = 1 和免疫

丧失率δ= 0 . 1恒定不变 ,考虑直接免疫率α= 0以

及α= 0 . 05两种情况下 ,稳态感染密度 (稳态时被感

染节点的比例) 随感染率 (即有效传播速率) 的变化

而演化的过程.实验中每个数据点是在 20次网络实

现、每次网络实现下 50次传播迭代平均的结果.

　　图 2给出了WS模型上稳态感染密度与有效传

播速率的关系.由图 2可以看出 ,当直接免疫速率α

= 0 (标准 SIRS模型) 时 ,临界阈值λC在 0 . 17附近 ,

与理论值λC =
1
〈k〉

=
1
6
基本吻合 ;当直接免疫速率

α= 0 . 05时 ,临界阈值λC在 0 . 24附近 ,而理论值为

λ′C =
1 +
α
δ
〈k〉

=
1 +

0 . 05
0 . 1

6
=

1
4

,

数值仿真与定理 1的结论基本一致.

　　图 3给出了BA模型上稳态时被感染节点的比

例与有效传播速率的关系.由图 3可以看出 ,当直接

图 2　WS模型上ρ与λ的关系

图 3　BA模型上ρ与λ的关系

免疫速率α = 0 (标准 SIRS模型) 时 ,临界阈值λC在

0 . 07附近 ,在 BA模型下没有趋于 0 ,主要是由于网

络规模的有限尺度效应造成的 ,与文献[11 ]的结论

一致 ;当直接免疫速率α = 0 . 05时 ,临界阈值λ′C 在

0 . 11附近 ,结果与定理 2的结论基本一致.

6　结 　　论
　　本文提出一个带有直接免疫作用的 SIRS类传

染模型 ,模拟真实复杂网络上健康个体接种疫苗、安

装反病毒软件等行为.利用平均场理论和数值仿真

分别研究了均匀网络与非均匀网络上的传播临界特

性.结果表明 :对于均匀网络 ,存在有限的临界传播

阈值 ;对于非均匀异质网络 ,临界阈值主要与网络拓

扑结构有关 ,同时还与直接免疫速率和免疫丧失速

率的比值有关 ,即直接免疫作用能增大复杂网络上

疾病传播的临界阈值 ,降低传染性疾病的传播范围 ,

表明这种直接免疫作用是控制传染病在网络上的流

行的一种有效策略.另外 ,在生态极限下 ,临界阈值

也趋于零 ,与标准的 SIS[8 ]或 SIR[9 ]模型的结论一

致.研究还表明 ,标准的 SIRS类传染模型[ 18 ]是本文

研究的一个特殊情况.
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5　结　　论
　　被动传感器的数据关联一直是被动定位的难点

之一.本文提出的数据关联模型及求解方法在目标

个数未知的情况下 ,能以较高正确率关联出真实目

标和虚假目标 ,而且容易实现 ,收敛速度快 ,具有重

要的理论和实际应用价值.
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