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时滞系统稳定性分析 :一种积分等式方法

李旭光 , 朱新坚 , 曹广益
(上海交通大学 自动化系 , 上海 200240)

摘　要 : 提出一种积分等式方法研究时滞系统稳定性问题.该方法是已有积分不等式方法的改进.结合自由权矩阵

构建积分等式 ,且自由权矩阵的选取由 Lyapunov2Krasovskii 泛函的导数确定 ,从而在稳定条件的推导过程中 ,不引

入任何模型转换及限界方法.基于该方法 ,可得到具有更低保守性的稳定条件.仿真例子说明了所提方法的有效性.
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Abstract : An integral2equality approach is p resented to study the stability of time2delay systems , which is an improved

version of the integral inequality and is const ructed with f ree weighting matrices. The f ree terms are chosen according

to the derivative of the Lyapunov2Krasovskii employed. As a result , neither model t ransformation nor bounding

technique is int roduced during the stability analysis. Less conservative stability criteria can be obtained based on the

proposed approach. Numerical examples show the effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
　　时滞系统的稳定性是当前一个热点研究问题 ,

近年来人们提出了许多方法来降低已有结论的保守

性.其中 ,文献 [ 1 ] 提出一种积分不等式的研究方

法 ,该方法结合自由权矩阵[ 2 ]和 Moon 不等式[3 ]得

出与文献[4 ]中不同的积分不等式.该方法与同类研

究方法相比 ,可得到保守性更低的稳定判据.

　　本文基于文献[ 1 ]的结论 ,提出一种积分等式的

研究方法.该方法从以下两个方面改进了文献[ 1 ]的

结论 :1)积分等式方法是一种局部的方法.当采用该

方法研究时滞系统稳定性时 ,一些系统变量间的关

系会被忽略.考虑到这一点 ,积分等式采用了自由权

矩阵 ,且相关自由项根据 L yap unov2Krasovskii 泛

函选取 ,从而该方法是全局性的. 2)积分不等式方法

采用 Moon不等式 ,从而不可避免地引入了额外的

保守性.而本文方法不采用任何形式的不等式方法 ,

不引入额外的保守性.仿真结果表明 ,本文方法的保

守性更低.

2　积分等式
　　首先给出文献[1 ] 中的积分不等式.对矩阵 X

= X T > 0 , M1 , M2 和标量 h > 0 ,下面不等式成立 :

　　　 -∫
t

t- h
Ûx T ( s) XÛx ( s) ds ≤

　　　ξT ( t)
M T

1 + M1 - M T
1 + M2

3 - M T
2 - M2

ξ( t) +

　　　hξT ( t)
M T

1

M T
2

X - 1 [ M1 　M2 ]ξ( t) ,

其中ξT ( t) = [ x T ( t) 　x T ( t - h) ]. 该结论利用

Moon不等式和下面等式 :

0 ≡2[ x T ( t) N T
1 + x T ( t - h) N T

2 ] ×

[ x ( t) - x ( t - h) -∫
t

t- h
Ûx ( s) ds] , (1)

其中 N 1 和 N2 为自由权矩阵.

　　下面给出积分等式 ,并比较两种方法.
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　　引理 1　给定标量 h > 0 ,对任意矩阵 R , N , X ,

函数 f ( x) 和η有

-∫
t

t - h
f T ( s) Rf ( s) ds =

2ηT N∫
t

t- h
f ( s) ds + hηT Xη -

∫
t

t - h
(ηT 　f T ( s) )

X N

N T R

η

f ( s)
ds.

　　证明 　由

ηT N∫
t

t- h
f ( s) ds =∫

t

t - h
f T ( s) N Tηds ,

∫
t

t- h
ηT Xηds = hηT Xη,

引理 1可得证. □

　　注 1　引理 1是一个等式 ,因此在分析系统稳

定性时不额外引入保守性 ,这点优于积分不等式.

　　对于给定 f ( s) , R , 任意自由项 N , X和η都满

足等式成立.当用引理 1推导稳定条件时 ,这些自由

项可按下面规则确定 ,从而得到保守性低的判据.

　　规则1　L yap unov2Krasovskii泛函的导数ÛV ≤
eTΩe常出现在时滞系统稳定性分析的条件中 ,其中

V 为所采用的 L yap unov2Krasovskii泛函.对于这样

的展开形式 ,选取η = e.

　　规则 2　N 应为一个由自由权矩阵组成的列向

量. N 中元素个数等于 e中元素个数.

　　利用式 (1) 分析时滞系统时 ,一些变量间的关

系会被忽略 ,以如下时滞系统为例 :

Ûx ( t) = A x ( t) + ∑
n

i = 1
A i x ( t - hi ) . (2)

　　通常 Lyap unov2Krasovskii泛函的导数取形为

ÛV ≤eTΩ e ,

eT = ( x T ( t) 　x T ( t - h1 ) ⋯ x T ( t - hn) Ûx T ( t) ) .

　　根据自由项选取规则 , 定义η = e , N T =

( N T
1 　⋯　N T

n+2 ) ,这样无变量关系被忽略. 如采用

积分不等式 , n个变量及其自由权矩阵会被忽略[1 ] .

因此 ,可以预见基于积分等式的方法会得到保守性

更低的结论 ,且如果一个系统中含时滞项越多 ,提高

的效果越明显.

　　积分等式及自由项选取规则构成了一个分析

时滞系统稳定性的系统方法.下面将利用这个方法

推导时滞系统的稳定条件.

　　注 2　除了结合引理 1 ,自由项的选取规则也

可用于其他采用自由权矩阵的方法中.当系统变量

关系由自由权矩阵表示时 ,恒等于零的项也应根据

L yap unov2Krasovskii泛函的导数形式 ( ÛV ≤eTΩe)

确定 ,且 e中元素都分配自由权矩阵.

　　下面给出例子说明一些已有结果可直接由自

由权选择规则改进.

　　在文献[5 ,6 ]中 ,可见

ÛV ≤eTΩ e ,

eT =

( x T ( t) x T ( ik h) x T ( t - τ0 ) Ûx T ( t)∫
t

t-τ0
x ( s) ds) .

然而 ,无自由权矩阵分配给∫
t

t -τ0
x ( s) ds项.

　　以下通过例子说明文献[5 ,6 ]中结论可进一步

改进.

　　例 1　考虑如下网络控制系统 :

Ûx ( t) =
0 1

0 - 0 . 1
x ( t) +

0

0 . 1
u( t) ,

u( t) = [ - 3 . 75　 - 11 . 5 ] x ( t) . (3)

　　由文献[5 ]得时滞上界 0 . 873 .由本文方法对文

献[5 ]中判据进行改进 ,得时滞上界 0 . 967 ,过程如

下 :考虑网络控制系统

Ûx ( t) = A x ( t) + B K x ( ik h) ,

t ∈[ ik h +τk , ik+1 h +τk+1 ] ,

( ik+1 - ik ) h +τk+1 ≤η,τm ≤τk ,

k = 1 ,2 , ⋯. (4)

　　定理 1　给定标量τm ,η和矩阵 K ,如果存在矩

阵 Pk ( k = 1 ,2 ,3) , T j > 0 , R j > 0 ( j = 1 ,2) 和任意

矩阵 N i , S i , M i ( i = 1 ,2 ,3 ,4 ,5) 满足下面 L MIs :

Ψ11 3
Ψ21 Ψ22

< 0 , (5)

P1 P2

PT
2 P3

> 0 . (6)

其中

Ψ11 =

Γ11 3 3 3
Γ21 Γ22 3 3
Γ31 Γ32 Γ33 3
Γ41 Γ42 Γ43 Γ44

,

Ψ21 =

τ0 P3 + N 5 - M5 A - N5 - M5 B K + S5

ηN T
1 ηN T

2

δS T
1 δS T

2

→

←

- τ0 P3 - S5 τ0 PT
2 + M5

ηN T
3 ηN T

4

δS T
3 δS T

4

,

Ψ22 =

- τ0 T2 3 3
ηN T

5 - ηR 1 3
δS T

5 0 - δR 2

,

Γ11 = P2 + PT
2 + T1 +τ0 T2 + N 1 +

　　 　　N T
1 - M1 A - A T M T

1 ,
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　Γ21 = N 2 - N T
1 + S T

1 - M2 A - KT B T M T
1 ,

　Γ31 = N 3 - PT
2 - S T

1 - M3 A ,

　Γ41 = M T
1 + N 4 + P1 - M4 A ,

　Γ22 = - N 2 - N T
2 + S2 + S T

2 -

　　　M2 B K - KT B T M T
2 ,

　Γ32 = - N 3 + S3 - S T
2 - M3 B K ,

　Γ42 = - N 4 + S4 + M T
2 - M4 B K ,

　Γ33 = - T1 - S3 - S T
3 ,

　Γ43 = - S4 + M T
3 ,

　Γ44 = M4 + M T
4 +ηR 1 + 2δR 2 ,

　τ0 =
1
2

(η+τm ) ,δ =
1
2
η- τm ,

则系统 (4) 渐近稳定.

　　证明 　定理 1的证明类似于文献[5 ]中引理 8

的证明.由文献[5 ]有

2eT ( t) N [ x ( t) - x ( ik h) -∫
t

ik h
Ûx ( s) ds] +

2eT ( t) S [ x ( ik h) - x ( t - τ0 ) -

∫
ik h

t-τ0
Ûx ( s) ds] + 2eT ( t) M ×

[ - A x ( t) - B K x ( ik h) + Ûx ( t) ] ≡0 , (7)

eT ( t) = [ x T ( t) 　x T ( ik h) 　x T ( t - τ0 ) 　Ûx T ( t) ] ,

(8)

N T = [ N T
1 　N T

2 　N T
3 　N T

4 ] , (9)

S T = [ S T
1 　S T

2 　S T
3 　S T

4 ] , (10)

M T = [ M T
1 　M T

2 　M T
3 　M T

4 ]. (11)

将式 (7) ～ (11) 替换为

2e′T ( t) N′[ x ( t) - x ( ik h) -∫
t

ik h
Ûx ( s) ds] +

2e′T ( t) S′[ x ( ik h) - x ( t - τ0 ) -

∫
ik h

t-τ0
Ûx ( s) ds] + 2e′T ( t) M ×

[ - A x ( t) - B K x ( ik h) + Ûx ( t) ] ≡0 ,

e′T ( t) = [ eT ( t) 　∫
t

t-τ0
x ( s) ds] ,

N′T = [ N T 　N T
5 ] ,

S′T = [ S T 　S T
5 ] , M′T = [ M T 　M T

5 ].

　　这样更多的矩阵变量 ( N 5 , S5 , M5 ) 被引入. 类

似地 ,文献[5 ,6 ]中其他结论也可以这样改进. □

　　注 3　本文方法引入更多自由权矩阵 ,从而使

线性矩阵不等式的求解更灵活 ,进而降低了结论保

守性.这里需指出 ,某些情况下 ,更多的矩阵变量不

一定会降低保守性 ,但决不会增加[7 ] .

3　稳定性分析
　　应用积分等式研究下面时滞系统 :

Ûx ( t) = A x ( t) + A 1 x ( t - h1 ) + A 2 x ( t - h2 ) .

(12)

其中 : A , A 1 , A 2 为常值矩阵 ;时滞 h1 , h2 满足 0 ≤h1

≤�h1 ,0 ≤h2 ≤�h2 , Ûh1 ≤μ≤1 .

　　定理 2　对给定标量μ > 0 , �h1 > 0和 �h2 > 0 ,

系统 (12) 渐近稳定 ,如存在矩阵 P > 0 , Q = QT >

0 , R1 = RT
1 > 0 , R2 = RT

2 > 0 , N 1 i , N 2 i , M i ( i = 1 ,2 ,

3 ,4) 满足下面 L MI :

Ω �h1 N1 �h2 N 2

3 - �h1 R1 0

3 3 - �h2 R2

< 0 . (13)

其中

Ω =

Q11 Q12 Q13 Q14

3 Q22 Q23 Q24

3 3 Q33 Q34

3 3 3 Q44

,

Ω11 = Q + N 11 + N T
11 + N 21 +

　　　N T
21 - M1 A - A T M T

1 ,

Ω12 = - N 11 + N T
12 + N T

22 - M1 A 1 - A T M T
2 ,

Ω13 = N T
13 - N 21 + N T

23 - M1 A 2 - A T M T
3 ,

Ω14 = P + N T
14 + N T

24 + M1 - A T M T
4 ,

Ω22 = - (1 - μ) Q - N 12 -

　　 N T
12 - M2 A 1 - A T

1 M T
2 ,

Ω23 = - N T
13 - N 22 - M2 A 2 - A T

1 M T
3 ,

Ω24 = - N T
14 + M2 - A T

1 M T
4 ,

Ω33 = - N 23 - N T
23 - M3 A 2 - A T

2 M T
3 ,

Ω34 = - N T
24 + M3 - A T

2 M T
4 ,

Ω44 = ∑
2

i = 1
�hi R i + M4 + M T

4 ,

N T
1 = ( N T

11 　N T
12 　N T

13 　N T
14 ) ,

N T
2 = ( N T

21 　N T
22 　N T

23 　N T
24 ) .

　　证明 　取 Lyap unov2Krasovskii泛函

V =

x T ( t) Px ( t) + ∑
2

i = 1∫
0

- �h i

- �hi∫
t

t+θ
Ûx T ( s) R i Ûx ( s) ds +

∫
t

t - h1

x T ( s) Qx ( s) ds. (14)

对其求导得到

ÛV =

2 x T ( t) PÛx ( t) + ∑
2

i = 1

�hi Ûx T ( t) R i Ûx ( t) -

∑
2

i = 1∫
t

t - �h i

Ûx T ( s) R i Ûx ( s) ds + x T ( t) Qx ( t) -

　　(1 - Ûh1 ) x T ( t - h1 ) Qx ( t - h1 ) +α+β. (15)

其中

　　　　α = ∑
2

i = 1
2ηT N i ( x ( t) - x ( t - hi ) -
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　　　　∫
t

t- hi

Ûx ( s) ds) ≡0 ,

β=

2ηT M ( - A x ( t) - A 1 x ( t - h) -

A 2 x ( t - h2 ) + Ûx ( t) ) ≡0 ,

- ∑
2

i = 1∫
t

t- �h i

Ûx T ( s) R i Ûx ( s) ds ≤

- ∑
2

i = 1∫
t

t- hi

Ûx T ( s) R i Ûx ( s) ds. (16)

由积分等式

- ∑
2

i = 1∫
t

t- hi

Ûx T ( s) R i Ûx ( s) ds =

∑
2

i = 1
(2ηT N i∫

t

t - hi

Ûx ( s) ds + hiηT X iη -

∫
t

t- hi

(ηT 　Ûx T ( s) )
X i N i

N T
i R i

η

Ûx ( s)
ds) . (17)

　　根据前面介绍的选取规则 ,定义

ηT = ( x T ( t) 　x T ( t - h1 ) 　x T ( t - h2 ) 　Ûx T ( t) ) ,

N T
i = ( N T

i1 　N T
i2 　N T

i3 　N T
i4 ) ,

M T = ( M T
1 　M T

2 　M T
3 　M T

4 ) .

联合式 (15) ～ (17) 可得

ÛV ≤

2 x T ( t) PÛx ( t) + ∑
2

i = 1
�hi Ûx T ( t) R i Ûx ( t) +

x T ( t) Qx ( t) - (1 - μ) x T ( t - h1 ) Qx ( t - h1 ) +

∑
2

i = 1
2ηT N i ( x ( t) - x ( t - hi ) ) + 2ηT M ( A x ( t) -

A 1 x ( t - h1 ) - A 2 x ( t - h2 ) +

Ûx ( t) ) + ∑
2

i = 1
( �hiηT X iη -

∫
t

t- hi

(ηT 　Ûx T ( s) )
X i N i

N T
i R i

η

Ûx ( s)
ds) .

进一步

ÛV ≤

ηT (Ω+ ∑
2

i = 1
�hi X i)η-

∑
2

i = 1∫
t

t- hi

(ηT 　Ûx T ( s) )
X i N i

N T
i R i

η

Ûx ( s)
ds. (18)

　　选定 X i = N i R
- 1
i N T

i ,可保证
X i N i

N T
i R i

≥0 .再

由 Schur补[8 ] , 如果式 (15) 满足 , ÛV ≤0 . □

　　现在 ,给出一个数值仿真来比较两种方法.

　　例 2　考虑系统 (12) ,取参数

　　　　A =
0 . 012 9 - 0 . 003 1

0 . 012 9 0 . 496 9
,

　　　　A 1 =
- 2 - 0 . 5

- 0 . 2 - 1
,

　　　　A 2 =
0 0

0 . 012 9 - 0 . 003 1
,

　　　　�h2 = 0 . 1 ,μ = 0 . 5 .

　　要计算可确保系统 (12) 稳定的最大 �h1 ,由文献

[1 ]的方法 (积分不等式) ,得 �h1 = 1 . 262 . 由定理

1 (积分等式) ,得 �h1 = 1 . 262 .

　　注 4　本文提出的积分等式方法可推广到含更

多时滞项的系统 ,且时滞项越多 ,本文较积分不等式

方法效果改进越显著.

4　结 　　论
　　提出一种分析时滞系统稳定性的方法.利用积

分等式及自由项选取规则 ,可进一步降低稳定判据

的保守性.数值仿真结果说明了所提出方法的有效

性.
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