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基于区间代数方法分析嵌入式系统抖动的稳定性
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摘　要 : 针对嵌入式实时调度系统 ,分析了控制任务的采样周期和延时不规则抖动属性及控制任务的稳定性能.针

对抖动引起的时变不确定性 ,采用区间代数分析方法 ,构建系统的离散时间闭环区间状态矩阵 ,通过对单个时不变矩

阵范数的判断得到一个保守的系统稳定性充分判据.仿真实例表明 ,当抖动在有界范围内变化时 ,该方法简便有效.
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Abstract : The stability properties of the embedded real2time scheduling systems whose control loops are subject to

sampling and latency jitter are studied. Focused on the time uncertainty caused by jitter , a discrete2time closed2loop

interval matrix is set up based on interval algebra methods. Furthermore , a looser sufficient stability condition by

simply evaluating the norm of a time invariant matrix is presented. Simulation result s show the effectiveness of the

proposed method with jitter bounded systems.
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1　引　　言
　　控制系统主要由采样、控制计算和触发 3 部分

构成 ,经典控制理论设计规定采样信号和触发信号

同时产生且均为恒定周期信号[1 ] .而在实际的嵌入

式系统中 ,由于并行任务资源竞争 ,在控制调度算法

下任务作业的采样周期和触发延时会发生变化 ,称

这种变化为抖动.抖动会降低系统稳定性能 ,严重情

况下会破坏系统稳定性[2 ] .基于离散控制理论 ,采用

在线补偿算法[3 ]可以减小抖动对控制性能指标的影

响.

　　从控制角度来看 ,具有时变输入输出时延的系

统很难分析 ,文献 [4 ] 针对每个任务作业的采样周

期和延时均已知且重复出现的有限矩阵序列 ,给出

其稳定性判据为有限矩阵序列乘积的谱半径小于

1 .对于无限矩阵序列 ,文献 [5 ] 提出系统稳定性判

据为 :存在一个正定矩阵 P ,对所有闭环矩阵集Ω的

乘方均满足 ,ΦT
cl k
·P·Φcl k

- P < 0 , ΠΦcl k
∈Ωk , k ≥

1 .文献[6 ]提出了在己知采样周期的分布特性的情

况下系统稳定性判据 ,简化了判断条件.以上文献中

提出的稳定条件判据都需事先知道控制任务在线运

行时每个作业的属性参数或采样周期分布特性 ,这

在实际系统中很难得到.

　　本文将抖动引起的不确定性描述为系统的状

态矩阵的各个元素在一些确定的区间内变化 ,采用

区间代数[7 ] 分析方法 ,将实数运算扩展到区间运

算 ,分析区间控制系统的稳定性.

2　实时调度时间分析
2 . 1　抖动定义

　　(1) 采样抖动

　　不相等的控制任务周期作业开始时间意味着

不规则采样 ,即连续采样作业时间间隔不是一个恒

定值.采样间隔在不同的控制任务作业执行期间发
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生改变 ,这一变化值即为采样抖动.定义每个任务作

业的采样间隔为

hk = sk+1 - sk . (1)

　　(2) 触发延时抖动

　　调度引起控制任务每个作业的开始和结束时

间之间延时发生变化 ,即在采样和触发之间的时间

间隔不是一个恒定值 ,这一延时变化称为采样触发

延时抖动.定义每个采样触发延时为

τk = f k - sk . (2)

　　式 (1) 和 (2) 中 : k为控制任务的第 k 个周期作

业 , s为任务作业开始时间 , f 为任务作业完成时间.

2 . 2　抖动属性

　　设控制任务 task的额定采样周期、额定触发延

时和截止期分别为 hd ,τd , d ,其最大最小采样间隔

定义如图 1所示.最大采样间隔为 hmax = hd + d -

τd ,最小采样间隔为 hmin =τd + ( hd - d) .

图 1　最大最小采样间隔

　　控制任务 task的最大最小触发延时定义如图 2

所示.最大触发延时为τmax = d ,最小触发延时为τmin

=τd .

图 2　最大最小采样触发延时

　　由上述分析发现 ,在多任务处理机系统中 ,在

保证任务截止期的情况下 ,控制任务 task的采样周

期和触发延时均有可能在一定范围内出现抖动 ,控

制信号产生时间发生改变 ,控制信号计算值出现误

差 ,由此会对系统稳定性造成影响.

2 . 3　抖动实例

　　设有 2个控制任务共享一个处理器资源 ,其任

务属性见表 1 ,其中 hd为任务额定采样周期 ,τd为额

定触发延时 (作业时间) .在 RM (速率单调) 调度策

略下任务作业执行见图 3 ,其中高信号表示任务作

业在执行 ,中信号表示任务作业已准备好但处于等

待状态 ,低信号表示任务作业为闲置状态.图 3中 ,1

为 h ( task2 ,1 ) = 4 , 2为 h ( task2 ,2 ) = 4 , 3为

h( task2 ,3 ) = 5 , 4为 h( task2 ,4 ) = 7 , 5为τ( task2 ,1 =

2 , 6 为τ( task2 ,2 ) = 2 , 7 为τ( task2 ,3 ) = 2 , 8 为

τ( task2 ,4 ) = 4 .

表 1　任 务 集

hd τd

task1 4 2

task2 5 2

图 3　采样抖动和延时抖动 :部分调度

　　表 1 中 , task2的额定采样周期和额定触发延时

分别为5 s和2 s.由于抖动 ,采样周期 hk ∈[4 ,7 ] s

和延时时间τk ∈[2 ,4 ] s.分别在各自的区间范围

内变化 (如图 3) ,不再是一固定值.

3　系统模型及问题描述
3 . 1　采样周期和触发延时均为额定值的闭环系统

模型

　　具有延时τd 的连续时不变系统过程模型[1 ] 如

下 :

Ûx ( t) = A x ( t) + B u ( t - τd ) , (3)

y ( t) = Cx ( t) , (4)

其中 hd ,τd 为控制器设计时采用的额定采样周期和

额定触发延时.式 (3) 中 ,τd 小于或等于 h d ,当系统

采样周期和触发延时恒定时 ,线性离散时不变控制

系统模型为

x k+1 =Φ( hd ) x k +Γ0 ( hd ,τd ) uk +

　　　Γ1 ( hd ,τd ) uk- 1 , (5)

y k = Cx k . (6)

其中 : x k 是状态变量 ; uk , uk- 1 是当前和过去时刻的

控制信号 ;Φ( hd ) ,Γ0 ( hd ,τd) ,Γ1 ( hd ,τd ) 是由采样周

期 hd 和延时τd 决定的系统矩阵和输入矩阵[1 ] ,且

Φ = eAh d , (7)

Γ1 = eA ( hd -τd
)∫
τ

d

0
eAs dsB , (8)

Γ0 =∫
hd -τd

0
eAs dsB . (9)

　　式 (5) 的状态空间模型如下 :

　　　
x k+1

uk

=
Φ( hd ) Γ1 ( hd ,τd)

0 0

x k

uk- 1

+

863
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Γ0 ( hd ,τd )

I
u k . (10)

其中 uk- 1 为额外的状态变量.

　　式 (10) 采用下面的状态反馈控制 :

uk = - L ( hd ,τd )
x k

uk- 1

. (11)

其中 L 为系统的闭环反馈增益矩阵.

　　根据式 (11) ,闭环时不变系统 (10) 可演变为

x k+1

uk

=
Φ( hd ) Γ1 ( hd ,τd )

0 0
-

Γ0 ( hd ,τd )

I
L ( hd ,τd )

x k

uk- 1

.

(12)

　　由式 (12) 得

Φcl =
Φ( hd ) Γ1 ( hd ,τd )

0 0
-

Γ0 ( hd ,τd )

I
L ( hd ,τd ) . (13)

3 . 2　时变闭环系统动态特性及稳定性分析

　　在有抖动的情况下 ,采样周期 hk和延时τk在每

一个任务作业执行过程中发生变化 ,第 k个周期的

闭环矩阵由下式决定 :

Φcl k
=
Φ( hk ) Γ1 ( hk ,τk )

0 0
-

Γ0 ( hk ,τk )

I
L ( hd ,τd ) . (14)

　　式 (14) 为一参数不确定系统 ,闭环反馈增益 L

在控制器设计时由 h d ,τd 决定 ,在控制器运行过程

中为一恒定值.采样周期 hk和延时τk均为独立的随

机变量.

　　Φcl k
的乘积决定闭环系统的动态特性 ,离散系

统方程演变为

x k =Φcl k
⋯Φcl2
Φcl1 x0 , (15)

其中 x0 为离散系统状态变量初始值.

　　由于 hk和τk分别在一定范围内变化 ,控制信号

uk = - L ( hd ,τd )
x k

uk- 1

的计算并没有跟随系统的动

态特性 ,抖动会影响系统的控制性能和稳定性能.

　　对于一个已知的矩阵序列

∏
∞

k = 1

Φcl k
, (16)

其稳定性测试等价于测试矩阵乘积的谱半径是否小

于 1[4 ] ,即
ρ(Φcl k
⋯Φcl2
Φcl1

) < 1 . (17)

　　采用式 (17) 规定的稳定判断条件要求事先预

知每个任务作业在线运行参数 hk ,τk ,在实际任务运

行过程中 ,由于未知因素存在 ,很难做到.其次大量

的矩阵乘法运算也需较强的运算能力支持.

4　区间控制系统稳定性分析
　　实时调度系统在线运行参数是一些随机变量

( hk ,τk ) ,虽然这些参数很难预估 ,但在每个任务作

业期间 ,其参数值是在一个有界范围内变化.下面对

随机变量在一定范围内变化的区间系统稳定性进行

分析 ,获得保守的稳定性判据.

4 . 1　区间代数相关知识

　　区间代数又称区间分析、区间计算. 其基本运

算是 ,对于实数域上的子集[ a , b]及[ c , d ] ,有

[ a , b] + [ c , d ] = [ a + c , b + d ] ,

[ a , b] - [ c , d ] = [ a - d , b - c] ,

[ a , b] 3 [ c , d ] =

[ min ( ac , ad , bc , bd) , max ( ac , ad , bc , bd) ] ,

[ a , b]/ [ c , d ] =

[ min ( a/ c , a/ d , b/ c , b/ d) , max ( a/ c , a/ d , b/ c , b/ d) ] ,

若 0 [ c , d ].

4 . 2　区间模型

　　设控制任务的额定采样周期、额定触发延时和

截止期分别为 hd ,τd , d ,采样周期 hk 和延时τk 在每

一个任务作业执行过程中发生变化 (见图 1和图 2) ,

其可能的取值范围为

hk ∈{ hmin , ⋯, hmax } ,

hmin =τd + ( hd - d) , hmax = hd + d - τd , (18)

τk ∈{τmin , ⋯,τmax } ,τmin =τd ,τmax = d. (19)

　　由式 (18) 和 (19) 可得 hk ,τk的区间取值范围为

　　hk ∈{ hmin , ⋯, hmax } →hk ∈[ hmin , hmax ] , (20)

　　τk ∈{τmin , ⋯,τmax } →τk ∈[τmin ,τmax ]. (21)

　　在式 (14) 中用区间数 [ hmin , hmax ]和 [τmin ,τmax ]

替换随机变量 hk ,τk ,采用数字区间分析法计算得到

新的闭环区间矩阵模型 [Φcl ] ,该矩阵的每一个元素

是一个区间值 <i , j = [ <
-

i , j ,�<i , j ] ,如下所示 :

<
-

i , j = min f ( [ hmin , hmax ] , [τmin ,τmax ]) ,

<
-

i , j = max f ( [ hmin , hmax ] , [τmin ,τmax ]) . (22)

　　定义[Φcl ] k = [Φcl ][Φcl ] ⋯
k

[Φcl ] ,新的系统动

态特性可用区间法表示为

[ x k+1 , �x k+1 ] = [Φcl ] k x 0 . (23)

　　当区间矩阵[Φcl ]的无限乘积[Φcl ] k 趋于零时 ,

式 (23) 所示的动态系统稳定.

4 . 3　稳定性分析

　　式 (23) 所示的区间系统并不等同于式 (15) 所

示原系统的动态特性 ,但区间系统更具普遍性且覆

盖原系统[8 ] ,即区间系统中的某一动态特性一定与

963



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 23 卷

原系统某时刻动态参数一致.这为简化系统稳定性

分析提供了依据.

　　由区间矩阵 [Φcl ] 构造另一对称的区间矩阵

[Θ] ,其每个元素为

θi , j = [ - ai , j , ai , j ] , (24)

其中 ai , j = max (abs ( <
-

i , j ) ,abs ( <
-

i , j ) ) .

　　定义矩阵Ξ,其每个元素 �θi , j 是区间矩阵[Θ]对

应元素的上限值 ,即

�θi , j = ai , j . (25)

　　定义1　设 ai , j和�a i , j是区间矩阵[ A ]中各元素

的最小最大值 , bi , j 和�b i , j 是区间矩阵 [ B ]中各元素

的最小最大值.当 Π i , j : ai , j ≥bi , j and �ai , j ≤�bi , j ,则

称区间矩阵 [ B ] 覆盖区间矩阵 [ A ] , 记为 [ A ] ∈

[ B ].

　　定理 1　设[ A ]和[ B ]是两个区间矩阵 ,且[ A ]

∈[ B ] ,如果[ B ]稳定 ,则被它所覆盖的[ A ]稳定.

　　采用区间代数运算法则计算结果易于扩张 , 区

间系统不稳定时原系统有可能稳定.因此 ,下面的稳

定性测试是一个充分条件.

　　定理 2　当矩阵Ξ稳定时 ,式 (23) 定义的动态

系统稳定.

　　证明 　首先测试[Θ]的稳定性 ,检测该区间矩

阵的无限乘积是否趋于零. 定义 k个区间矩阵 [Θ]

相乘为

[Θ] k = [Θ][Θ] ⋯
k

[Θ]. (26)

　　文献[8 ]已证明

[Θ] k = [Θ][Θ] ⋯
k

[Θ] = [ - Ξk ,Ξk ]. (27)

由式 (27) ,如果Ξ稳定 ,Ξk 趋于零 ,根据对称性 ,区

间矩阵[ - Ξk ,Ξk ]亦趋于零 ,意味着[Θ]是稳定的.

　　另由定义 1 , [Θ]覆盖[Φcl ] ,即[Φcl ] ∈[Θ] ,根

据定理 1 ,如果[Θ]稳定 ,则[Φcl ]一定稳定.

　　所以 ,当矩阵Ξ稳定时 ,式 (23) 定义的动态系

统稳定. □

　　定理 3　当矩阵Ξ的范数 ‖Ξ‖< 1 ,矩阵Ξ稳

定.

　　证明 　由矩阵分析理论[9 ] 可知 , 当谱半径

ρ(Ξ) < 1时 ,矩阵序列{Ξk } 收敛于零矩阵.由于任

一矩阵的谱半径不大于该矩阵的任一种范数 , 当

‖Ξ‖ < 1时 , p (Ξ) < 1一定成立.综上 ,矩阵Ξ稳

定. □

　　推论 1　由定理 2和定理 3可得 ,当矩阵Ξ的范

数 ‖Ξ‖ < 1时 ,式 (23) 定义的动态系统稳定.

5　实例仿真
　　一个简单的直流电动机模型为

Ûx =
- 1 0

1 0
x +

1

0
u ,

y = [0　1 ] x .

　　为简单起见 ,假定系统无触发延时 ,采样周期

可变 ,其离散化系统状态方程为

x k+1 =
e - hk 0

1 - e - hk 1
x k +

1 - e - hk

h - 1 + e - hk
u k ,

y k = [0　1 ] x k .

　　为控制电机速度 ,采用离散极点配置设计控制

器算法.

　　设额定采样周期 hd = 1 . 5 s ,采用文献[4 ]的方

法 ,通过仿真求得系统运行 30个周期的采样周期值

为

hk(1≤k≤30) =

{ 1 . 4 ,1 . 5 ,1 . 5 ,1 . 6 ,1 . 4 ,1 . 5 ,1 . 5 ,1 . 6 ,1 . 4 ,1 . 5 ,

1 . 5 ,1 . 6 ,1 . 4 ,1 . 5 ,1 . 5 ,1 . 6 ,1 . 4 ,1 . 5 ,1 . 5 ,1 . 6 ,

1 . 4 ,1 . 5 ,1 . 5 ,1 . 6 ,1 . 4 ,1 . 5 ,1 . 5 ,1 . 6 ,1 . 4 ,1 . 5} .

　　计算系统谱半径

ρ(Φcl30 ⋯Φcl2
Φcl1

) = 1 . 542 5 ×10 - 9 < 1 .

　　满足式 (17) 稳定判断条件 ,系统为稳定系统.

该方法要求知道每个任务作业属性 ,这在实际过程

中较难得到 ,计算过程繁琐.而且系统每次运行过程

中的采样序列值是抖动变化的 ,因此每次系统运行

都要重新计算判断 ,更进一步增加了计算的复杂性.

　　若已知实际采样周期变化范围为 hk = [1 . 4 ,

1 . 6 ] s , 采用本文提出的区间代数分析法进行保守

的稳定性分析.基于 Intlab平台[10 ] ,由式 (23) 求得

区间闭环矩阵为

[Φcl ] =

[ - 2 . 222 3 , - 0 . 153 7 ]

[0 . 303 4 , 0 . 478 3 ]
→

←
[ - 0 . 342 5 , - 0 . 323 2 ]

[0 . 636 7 , 0 . 741 8 ]
.

　　由式 (25) 得

Ξ =
0 . 222 2 0 . 342 4

0 . 478 2 0 . 741 7
.

　　因为 ‖Ξ‖= 0 . 9724 < 1 ,所以电机在规定采

图 4　电机的阶跃响应
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样周期 hk ∈[1 . 4 ,1 . 6 ] s内运行稳定.图4所示为在

Truetime仿真平台[11 ] 下电机的阶跃响应.

6　结 　　论
　　本文讨论了嵌入式系统中抖动对系统稳定性能

的影响 ,对任务属性可变的控制系统进行稳定性分

析.对抖动在一定范围内变化的闭环控制系统提出

了稳定性判据 ,该判据基于区间代数分析方法 ,采用

区间数描述不确定动态结构参数 ,将非确定性的稳

定性分析问题完全转化为确定性问题进行求解.该

方法避免了嵌入式系统抖动稳定性分析时要求任务

作业参数预知及复杂的计算过程 ,通过对单个矩阵

范数的判断得到一个保守的充分性系统稳定性判

据.
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