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摘　要 : 针对工作在理想状态附近的受控系统 ,通过对其非线性状态方程进行 Taylor展开 ,使之变为无穷级数形式

的常微分方程组 ;然后在线性状态方程组解的基础上采用常数变异法 ,使之变换成积分方程 ;最后采用逐次逼近法求

得非线性状态方程的任意阶近似解 , 并进一步讨论了系统状态的方均包络矩阵的转移规律.
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Abstract : By making of the Taylor expansion , the nonlinear state equation of controlled systems under ideal state is

converted to a set of ordinary differential equations with infinite series expression. Based on the solution of linear state

equation system , the integral equation of the nonlinear state equation is obtained by using constant variation method.

Finally , any order approximate solution of the nonlinear state equation is given by using successive approximation

method , and the t ransfer rules of mean square envelope matrix for the state of nonlinear systems is also discussed.
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1　引　　言
　　对于一个实际系统 :第一 ,其实际工作状态不可

能是确定的 ,总是工作在一个理想的状态附近 ;第

二 ,总是存在各种非线性因素 ,其状态方程一般是非

线性的.基于第一点 ,早期发展起来的经典控制论是

建立在线性理论基础上的 ,但是随着控制论本身的

发展和实际的需要 ,随后人们对非线性控制理论给

予了越来越多的关注[128 ] .

　　本文基于第一点的基本假设 ,通过对一般形式

的非线性方程作 Taylor展开 ,使之变换成方程右边

是无穷级数式的非线性常微分方程 ;然后利用自由

线性状态方程的线性解 ,通过常数变易法将其变换

成第二类非线性 Volterra 积分方程 ,采用逐次逼近

法求得任意阶近似解的解析表达式 ;最后 ,利用所求

得的解 ,进一步研究了系统状态变量的均方包络矩

阵的转移规律.

2　线性状态方程的解及包络矩阵转移方程
2 . 1　线性状态方程的解

　　设系统的运行状态可用一组状态变量来描述 ,

写成向量形式为

X ( t) = [ X1 ( t) , X2 ( t) , ⋯, X n ( t) ]T . (1)

式中 : X ( t) 为状态向量 , X ( t) ∈Rn ; X i ( t) 为状态变

量 (标量) , i = 1 ,2 , ⋯, n , n为维数 (有限正整数) , t

为自变量时间 ; Rn 为 n维状态空间.

　　设期望和设计的系统理想工作状态可用一组

理想状态变量来描述 ,写成向量形式为

X C = [ X C1 , X C2 , ⋯, X Cn ]T . (2)

　　进行坐标平移变换 ,将 n维状态空间的原点移

到理想状态向量所对应的点上来 ,即令

x i ( t) = X i ( t) - X ci ,

i = 1 ,2 , ⋯, n. (3)

　　当系统处于控制变量作用下时 ,被控制对象状
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态的动态过程 ,由包含状态变量和控制变量的微分

方程组来描述 ,其一般形式为非线性、变系数、一阶

微分方程组 ,即

Ûx i ( t) = f i ( x1 , x2 , ⋯, x n ; u1 , u2 , ⋯, um , t) ,

i = 1 ,2 , ⋯, n. (4)

式中 : x i ( t) 为状态变量 , uj ( t) 为控制变量 , f i 为非

线性函数 , Ûx i ( t) = d x i ( t) / d t状态变量的一阶微分 ,

t为自变量 (时间) .

　　对于线性时变系统 ,其状态方程为线性变系数

一阶常微分方程组 ,即

Ûx ( t) = A ( t) x ( t) + B ( t) u( t) . (5)

式中 : x ( t) = [ x1 , x2 , ⋯, x n ]T 为状态向量 , u( t) =

[ u1 , u2 , ⋯, um ]T 为控制向量 ,

A ( t) = [ aij ( t) ] n×n =

a11 ( t) a12 ( t) ⋯ a1 n ( t)

a21 ( t) a22 ( t) ⋯ a2 n ( t)

… … ω …

an1 ( t) an2 ( t) ⋯ ann ( t)

为对象矩阵 (描述被控对象特性) ,

B ( t) =

b11 ( t) b12 ( t) ⋯ b1 m ( t)

b21 ( t) b22 ( t) ⋯ b2 m ( t)

… … ω …

bn1 ( t) bn2 ( t) ⋯ bnm ( t)

为控制矩阵 (描述控制机构特性) .

　　线性状态方程 (5) 的解为

x ( t) = R ( t) x (0) +

R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ) B (τ) U (τ) dτ. (6)

式中 : x (0) 为初始条件 ; R ( t) 为 n ×n矩阵 ,一般形

式为

R ( t) =

I +∫
t

0
A 1 ( t1 ) d t1 +

∫
t

0∫
t1

0
A ( t1 ) A ( t2 ) d t2 d t1 + ⋯+

∫
t

0∫
t1

0
⋯∫

tn- 1

0
A ( t1 ) ×

A ( t2 ) ⋯A ( tn) d tn d tn- 1 ⋯d t2 d t1 + ⋯. (7)

　　下面采用时变矩阵指数法求解出与式 (7) 等价

的简洁形式 ,用 e -∫t0 A (τ) dτ左乘以方程 (5) 并移项 ,有

e -∫
t

0
A (τ) dτÛx ( t) - e -∫

t

0
A (τ) dτA ( t) x ( t) =

e -∫
t

0
A (τ) dτB ( t) u( t) .

因为

d
d t [e -∫

t

0
A (τ) dτx ( t) ] =

e -∫
t

0
A (τ) dτÛx ( t) - e -∫

t

0
A (τ) dτA ( t) x ( t) , (8)

所以式 (8) 可以写为如下形式 :

d
d t [e -∫

t

0
A (τ) dτx ( t) ] = e -∫

t

0
A (τ) dτB ( t) u( t) . (9)

将式 (9) 在 0到 t区间上积分 ,得到

e -∫
t

0
A (τ) dτx ( t) =

Ix (0) +∫
t

0
e -∫
τ

0
A (τ′) dτ′B (τ) u(τ) dτ.

两边左乘以 e∫
t

0
A (τ) dτ ,则有

x ( t) =

e∫
t

0
A (τ) dτx (0) +

e∫
t

0
A (τ) dτ∫

t

0
e -∫
τ

0
A (τ′) dτ′B (τ) u(τ) dτ=

R ( t) x (0) + R ( t)∫
t

0
e -∫
τ

0
A (τ′) dτ′B (τ) u(τ) dτ,

即

R ( t) = e∫
t

0
A (τ) dτ. (10)

　　显然 ,当 A 与时间无关时 ,式 (10) 变为通常的

定常状态转移矩阵

R = eAt . (11)

2 . 2　包络矩阵的转移方程

　　现在讨论在线性近似下系统方均包络矩阵的

转移 ,令

x̂ ( t) =

x1 ( t) x1 ( t) ⋯ x1 ( t)

x2 ( t) x2 ( t) ⋯ x2 ( t)

… … ω …

x n ( t) x n ( t) ⋯ x n ( t)

(12)

为 n ×n矩阵 ,则系统状态的方均包络矩阵为

　σ( t) =〈 x̂ ( t) ·̂x T ( t)〉=

　

〈x1 ( t) x1 ( t)〉〈x1 ( t) x2 ( t)〉 ⋯〈x1 ( t) x n ( t)〉

〈x2 ( t) x1 ( t)〉〈x2 ( t) x2 ( t)〉 ⋯〈x2 ( t) x n ( t)〉

… … ω …

〈x n ( t) x1 ( t)〉〈x n ( t) x2 ( t)〉 ⋯〈x n ( t) x n ( t)〉

,

(13)

式中“〈〉”为求统计平均值.为书写方便 ,令

G( t) = R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ) B (τ) u(τ) dτ. (14)

于是线性状态方程 (5) 的解式 (6) 可改写为

x ( t) = R ( t) x (0) + G( t) . (15)

　　将式 (15) 代入式 (12) ,则有

x̂ ( t) = R ( t) x̂ (0) + Ĝ( t) . (16)

将式 (16) 代入式 (13) ,则得到在线性近似下系统方

均包络矩阵转移方程为

σ( t) =

〈( R ( t) x̂ (0) + Ĝ( t) ) ·( R ( t) x̂ (0) + Ĝ( t) ) T〉.

注意到

　　　　　　〈R ( t) x̂ (0) ·ĜT ( t)〉= 0 ,

　　　　　　〈Ĝ( t) ·( R ( t) x̂ (0) ) T〉= 0 ,
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则有

σ( t) =〈R ( t) x̂ (0) ·( R ( t) x̂ (0) ) T〉+

〈Ĝ( t) ·ĜT ( t)〉.

又因为

R ( t) x̂ (0) ·( R ( t) x̂ (0) ) T =

R ( t) x̂ (0) ·̂x (0) RT ( t) ,

〈Ĝ( t) ·ĜT ( t)〉= Ĝ( t) ·ĜT ( t) ,

则上式变为

σ( t) =〈 x̂ ( t) ·̂x T ( t)〉=

R ( t)〈 x̂ (0) ·̂x T (0)〉RT ( t) + Ĝ( t) ·ĜT ( t) =

R ( t)σ(0) RT ( t) + Ĝ( t) ·ĜT ( t) , (17)

式中σ(0) =〈 x̂ (0) ·̂x T (0)〉为初始状态方均包络矩

阵.

　　当系统处于自由状态时 , Ĝ( t) ·ĜT ( t) = 0 .于

是有

σ( t) =〈 x̂ ( t) ·̂x T ( t)〉= R ( t)σ(0) RT ( t) .

(18)

　　比较式 (17) 和 (18) ,可以看出 ,系统处于被控

制状态时 ,其状态变量的方均包络矩阵的增量为

Δσ( t) = Ĝ( t) ·ĜT ( t) . (19)

显然 ,对于一个有效的控制系统而言 ,该增量应小于

零 ,即要求

Δσ( t) = Ĝ( t) ·ĜT ( t) < 0 ;

否则 ,系统的工作状态就要失控 ,使之远离理想的稳

定状态.

3　受控系统非线性状态方程的任意阶近

似解
　　在非线性情况下 ,不失一般性 ,假定 x i ( t) 与

ui ( t) 之间藕和项是不可忽略的. 于是式 (4) 的

Taylor展开式可写为

Ûx i ( t) =

∑
n

j = 1
aij ( t) x j + ∑

m

j = 1
bij ( t) u +

∑
n+ m

j 1 = 1
∑
n+ m

j 2 = 2
aij 1 j2

( t) y j1 y j2 +

∑
n+ m

j 1 = 1
∑
n+ m

j 2 = 1
∑
n+ m

j 3 = 1
aij 1 j2 j3

( t) y j1 y j2 y j3 + ⋯+

∑
n+ m

j 1 = 1
∑
n+ m

j 2 = 1

⋯∑
n+ m

j k = 1

aij 1 j2 ⋯j k
( t) y j1 y j2 ⋯y j k

+ ⋯,

i = 1 ,2 , ⋯, n. (20)

式中

y jk =
x j k

, j k ≤n;

uj k
, n < j k ≤n + m.

(21)

为了便于讨论 ,令

Ψi ( y ( t) , t) = Ψi ( x ( t) , u( t) , t) =

∑
n+ m

j 1 = 1
∑
n+ m

j 2 = 1
aij 1 j2

( t) y j1 y j2 +

∑
n+ m

j 1 = 1
∑
n+ m

j 2 = 1
∑
n+ m

j 3 = 1

aij 1 j2 j3
( t) y j1 y j2 y j3 + ⋯+

∑
n+ m

j 1 = 1
∑
n+ m

j 2 = 1
⋯∑

n+ m

j k = 1
aij 1 j2 ⋯j k

( t) y j1 y j2 ⋯y j k
+ ⋯,

i = 1 ,2 , ⋯, n. (22)

此式为高次项组成的列向量.

　　若将非线性微分方程 (20) 写为矩阵形式 ,则有

Ûx ( t) = A ( t) x ( t) + B ( t) u( t) +

Ψ( x ( t) , u( t) , t) , (23)

式中Ψ = [Ψ1 　Ψ2 　⋯　Ψn ]T .

　　为了求解非线性方程组 (23) ,首先求解其齐次

方程的解 ,然后采用常数变易法 ,求出与式 (23) 等

价的积分方程 ,最后采用逐次逼近法求解积分方程 ,

从而得到式 (23) 的任意阶近似解.

　　式 (23) 的齐次方程为

Ûx ( t) = A ( t) x ( t) . (24)

其解为

x ( t) = R ( t) x (0) . (25)

式中 R ( t) 的表达式为式 (7) 或 (10) ,服从方程

ÛR ( t) = A ( t) R ( t) . (26)

　　采用常数变易法 ,设式 (23) 的解为

x ( t) = R ( t) C( t) , (27)

式中 C( t) 为待求函数列向量.又根据 R ( t) 的初始

条件 R (0) = I (单位矩阵) ,可知 C( t) 的初始条件为

C(0) = x (0) .

　　将式 (27) 代入式 (23) ,有

d R ( t)
d t

C ( t) + R ( t)
d C( t)

d t
=

A ( t) R ( t) C( t) + B ( t) u( t) +Ψ( x ( t) , u( t) , t) .

利用式 (26) ,则上式变为

R ( t)
d C( t)

d t
= B ( t) u( t) +Ψ( x ( t) , u( t) , t) .

(28)

　　将方程 (28) 两边左乘以 R - 1 ( t) ,并从 0到 t区

间进行积分 ,可得 C( t) 的表达式如下 :

C( t) =

x (0) +∫
t

0
R - 1 (τ) B (τ) u(τ) dτ+

∫
t

0
R - 1 (τ)Ψ( x (τ) , u(τ) ,τ) dτ. (29)

　　将式 (29) 代入式 (27) ,得到与微分方程 (23) 等

价的积分方程如下 :

　　x ( t) =

　　R ( t) x (0) + R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ) B (τ) u(τ) dτ+

083
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　　R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ)Ψ( x (τ) , u(τ) ,τ) dτ. (30)

　　方程 (30) 是第二类非线性 Volterra积分方程 ,

可用逐次逼近法求解[9 ,10 ] :零阶近似解

x (0) = Ix (0) ,

一阶近似解

x1 ( t) = R ( t) x (0) +

R ( t)∫
t

0
R - 1 B (τ) u(τ) dτ,

二阶近似解

x2 ( t) =

R ( t) x (0) + R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ) B (τ) u(τ) dτ+

R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ)Ψ( x1 (τ) , u(τ) ,τ) dτ,

三阶近似解

x3 ( t) =

R ( t) x (0) + R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ) B (τ) u(τ) dτ+

R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ)Ψ( x2 (τ) , u(τ) ,τ) dτ,

…

任意 N 阶近似解

x N ( t) =

R ( t) x (0) + R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ) B (τ) u(τ) dτ+

R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ)Ψ( x N - 1 (τ) , u(τ) ,τ) dτ, (31)

…

　　显然式 (31) 是一个递推公式 ,只要求得线性方

程的解 ,就可以根据式 (31) ,通过逐次逼近给出任意

N 阶近似解.式中的

R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ)Ψ( x N - 1 (τ) , u(τ) ,τ) dτ

为任意 N 阶近似下的非线性效应项.由此看出 ,非

线性效应将使系统的状态远离所期望的设计的理想

工作状态 ,它将使系统的各种可能状态在状态空间

占据更大的区域 ,其区域的形状与线性状态相比将

发生畸变.因此 ,为了保证一个受控系统工作在理想

的工作状态附近 ,应在设计结构、元件选择及生产工

艺上尽最大努力地将非线性效应降到最低限度.

　　若 u( t) = 0 ,则式 (31) 兑化为非线性自由状态

下的结果为

x N ( t) = R ( t) x (0) +

R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ)Ψ( x N - 1 (τ) , u(τ) ,τ) dτ.

该结果首先由文献[9 ,10 ]给出.

　　若Ψ = 0 ,则式 (31) 兑化为通常的在控制变量

作用下的线性结果

x ( t) = R ( t) x (0) + R ( t)∫
t

0
R - 1 (τ) B (τ) u(τ) dτ.

4　结 　　论
　　从线性状态方程的解出发 ,得到受控非线性系

统线性近似下的方均包络矩阵转移方程 ,并讨论了

系统的稳定性.通过常数变易法 ,求出非线性状态方

程的等价积分方程 ,采用逐次逼近法 ,严格导出了非

线性状态方程的任意阶近似解的递推公式.
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