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摘　要 : 介绍了稳定性双边匹配的概念 ,概括了 Gale2Sharply和 H2R算法求解 121和 12k的计算过程.考虑商品的多

属性 ,给出了交易者按综合满意程度对满足自己约束对方的排序计算方法.将 Gale2Sharply和 H2R算法从理论上扩

展到“p2k”情况 ,用来解决电子中介处理稳定的多对多双边匹配问题.最后证明了扩展算法所得结果的稳定性 ,并给

出了算例.
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Abstract : The concept of stable bipartite matching is int roduced , and the algorithm of solving 121 and 12k stable

matching problem using Gale2Sharply and H2R ( hospital2resident ) algorithm is summarized. Considering the multi2
att ribute of commodity , an algorithm is given , by which one dealer can rank his satisfying opposite party according to

the synthesis satisfaction degree. Gale2Sharply and H2R algorithm are extended theoretically to“p2k”matching to

solve the many2many stable bipartite matching problem of elect ronic broker. The stability of the algorithm is proved

and a calculating example is given in the end.
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1　引　　言
　　电子中介为网上交易的买卖双方提供了一个交

易平台 ,可以为双方提供丰富的市场信息 ,大大节约

双方搜索时间 ,从而提高交易效率 ;可以为双方找到

理论上的最优匹配 ;可以完全掌握整个市场的价格

行情等[1 ] .

　　电子中介的业务过程实际上就是协调和匹配买

方与卖方的过程 ,即是一个双边匹配问题. J ung

等[2 ]考虑多个买家与多个卖家的情况 ,以买方与卖

方互为值域 ,以双方的属性是否得到满足为约束 ,将

其转化为约束满足问题进行求解 ,开发了求解器 ,并

做了中介网站在房产中进行应用.而 Sim等[3 ]则直

接连接每一个可能进行交易的买家与卖家 ,按属性

满足程度对该连接进行评价 ,并按评价值大小进行

匹配. Tewari 等[4 ]通过对用户输入参数的处理 ,估

计出用户属性权重及效用函数 ,计算匹配值.

　　本文从稳定性匹配角度研究电子中介双边匹

配.所谓稳定性匹配 ,是指双边匹配中不存在类似指

派问题的效率矩阵 ,而是按双方意愿或喜好程度将

对方排序 ,最后所得匹配结果的标准是双方尽量满

意.稳定性匹配源于古典的婚姻匹配问题 ,但直到

1962年 , Gale 等[5 ]发表了稳定的双边匹配算法以

后 ,才得以真正解决 ,并从此进入一个理论和应用研

究的高峰时期[6210 ] .这些研究大多以实际应用为背

景 ,从理论上完善、补充和扩展了 Gale2Sharply 算

法 ,或者用其他方法得到与 Gale2Sharply 算法相同

的结果.例如对算法的扩展方面 ,婚姻匹配问题是

“121”的 ,而实际应用中“12k”的情况也很常见 ,因此
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由 Gale2Sharply算法扩展到 H2R算法也是自然所

趋.从公开发表的文献来看 ,虽然也有将 Gale2
Sharply算法扩展到“p 2k”,即“多对多”的情况 ,但

其应用却是极其勉强的 ,而且其应用条件也与电子

中介所处理的市场匹配不符.

　　在电子中介处理的双边匹配中 ,完全可能出现

另外一种“p2k”情况 ,即对等的每一个点的最后匹配

结果可能多于一个 ,而两个点之间的匹配连线也可

能多于一条.反映在实际应用中的情况就是 ,每个人

买或卖同一种商品的数量可能多于一个.稳定匹配

算法始于 Gale2Sharply算法对婚姻问题的求解 ,因

此本文从另外一个角度对 Gale2Sharply算法进行了

扩展.

2 　Gale2Sharply 和 H2R( Hospital2Resident)

算法及匹配的稳定性概述[6 ,11 ]

　　Gale2Sharply算法所处理的双边匹配问题与传

统指派问题或者权匹配问题不同 ,区别有二点 :1)

目标不同 ,后者的双边间每两个点之间的连线有一

个权值 ,即有一个整体的效率矩阵 ,优化的目标是要

找到一个匹配 ,使总的效率最大或最小 ,而前者的量

化概念较弱 ,它只是将一个点与对方所有点的连线

按喜好程度进行排序 ,其优化的目标是要找到一个

稳定的双边匹配 ;2) 可扩展性不同 ,后者是“121”

的 ,可扩展性差 ,而前者虽然也是“121”的 ,但鉴于

实际的应用 ,很容易扩展到“1 2k”和“p 2k”情况.

　　定义 1 (121) 　双边匹配的最后结果中 ,每一点

最多只有一条线与对方相连 ;

　　定义 2 (12k) 　双边匹配的最后结果中 ,一边中

每一点最多只有一条线与对方相连 ,另一边则可以

有多条线相连 ;

　　定义 3 ( p2k) 　双边匹配的最后结果中 ,每一点

都可以有多条线与对方相连 ,而且两点之间可以有

多重边.

2 . 1　问题描述

　　设有点集 W = { w1 , w2 , ⋯, w n} 和 M = { m1 ,

m2 , ⋯, mn} .其中 : w i 对 M 中的所有点有一个满意

度排列 , m i 也对 W 中的所有点有一个满意度排列.

问题要求找到一个稳定的匹配 C = { w1 - mk1 , w2 -

mk2 , ⋯, w n - mkn
} ,其中{ k1 , k2 , ⋯, kn}为1～ n的一

个自然数排列 ,要求双方尽量得到自己最希望得到

的对方.

2. 2　Gale2Sharply算法

　　上述数学描述的典型应用就是婚姻匹配问题.

假设 W 代表女人集合 , M 代表男人集合 ,按喜欢程

度 ,每个人都对对方有一个顺序排列 , Gale2Sharply

中的 man2optimal算法可描述如下 :

　　Step 1 : 每个男人向他最喜欢的女人提出邀请.

收到多于一个邀请的女人从收到的对方中选择其最

爱 ,拒绝其余.

　　Step 2 : 被拒男人向他下一个喜欢的女人提出

邀请 ,上轮没有被拒的男人则向同一个女人再次提

出邀请.收到多于一个邀请的女人从收到的对方中

选择其最爱 ,拒绝其余.

　　…

　　Step k :上轮被拒男人继续向他喜好列表中下

一个女人提出邀请 ,而没被拒的男人则向同一个女

人提出邀请.收到多于一个邀请的女人从收到的对

方中选择最爱 ,拒绝其余.

　　Step n :如果所有的男人都没被拒绝 ,算法终

止.

2. 3　H2R算法概述

　　Gale2Sharply算法有实用意义的扩展就是 H2R

算法.假设有一批医学院毕业生要到各医院实习 ,每

个医院提供一定数量实习职位.学生输入自己愿意

去的医院顺序 ,即志愿顺序 ,而医院通过研究学生资

料后也将拟招收学生排序 ,数量应多于其职位数 (即

容量) .要求系统给出一个匹配结果 ,使得双方的匹

配是稳定的.

　　设有 k个学生 ,学生 i以 s i表示 ; m家医院 ,医院

j以 h j 表示 ;医院 j提供职位数 c j .算法描述如下 :

　　while医院中有空余职位存在

( si是 h j意向列表中没有邀请过的最前面的学生 ,且

si 意向列表中有 h j )

　　if si 还没有匹配

　　　si 匹配 h j

else

　　if si 认为 h j : hr ( hr 为 s i 原先所配)

　　　si 匹配 h j , si 与 h r 解除匹配

else

　　si 拒绝 h j , hj 继续邀请意向列表中下一个学生

end while

　　算法文字描述 :在医院中循环.若有空位存在 ,

则考虑该医院优先列表中最靠前的还未被该医院录

用的学生.若学生还未匹配且其优先列表中有该医

院 ,则录用 ;若已匹配但其认为原配不如该医院 ,则

录用 ,且学生退掉原配 ;否则若认为该医院不如原

配 ,则拒绝邀请 ,医院选择优先列表中下一个继续搜

索.该算法为 hospital2 optimal .

2 . 4　匹配的稳定性

　　显然 Gale2Sharply算法有限步终止.在所得到

的匹配中 ,如果存在某个男人 mk ,设其所匹配为

w p , 发现对方中他更喜欢另一女人 ,如 w q ,而 w q的
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所配为 ms ,如果 w q也觉得其更喜欢 m k ,而不是 ms ,

则称该匹配是不稳定的 ,否则称为稳定匹配.按定义

很容易检验一个匹配结果是否稳定.

　　稳定匹配结果并不唯一 ,而 Gale2Sharply算法

找到了其中的一个稳定匹配.

3　买卖双方对对方的排序方法
　　定义如下变量 : n为买家数量 , m为卖家数量 , e

为买家对商品属性要求中的软约束个数 , bi为第 i个

买家 , sj 为第 j 个卖家且同时代表其商品 , bu
i 为 bi 欲

购买的商品数量 , sv
j为 s j欲卖的商品数量 , h f

j 为 s j的

f 属性值 , Cf
i 为 bi对属性 f 的期望值 , Cf

i min为 bi对收

益型属性 f 的最小允许值 , Cf
i max 为 bi 对成本型属性

f 的最大允许值 , N ( bi ) 为与 bi互有交易意向的卖方

集合 , N ( s j ) 为与 s j互有交易意向的买方集合 , af
ij 为

bi 对 N ( bi ) 中 s j的属性 f 的满意度 , w f
j 为 bi对属性

f 的偏好系数 , l ij 为 bi 对 N ( bi ) 中 sj 评价结果的总

体满意程度 , bi ( s j ) 为 bi 对 N ( bi ) 中所有 s j 按 l ij 大

小排序的序号 , s j ( bi ) 为 s j对 N ( s j ) 中所有 bi按出价

高低排序的序号.

　　买家 bi对属性 f 的要求 ,称之为约束.若为等号

约束 ,则称为硬约束 ,否则为软约束.如果 bi 与 s j 互

相满足约束 ,则称二者有交易意向.

3 . 1　买方属性满意度

　　理性人的购物行为是比较、决策 ,即货比三家

和综合评价.交易时买家 bi 向中介提交硬约束 , Cf
i ,

Cf
i min 和 Cf

i max .

　　(1) 收益型属性

　　收益型属性表示越大越好的属性 ,定义函数

af
ij =

1 , hf
j ≥Cf

i ;

hf
j - Cf

i min

Cf
i - Cf

i min
, Cf

i min ≤hf
j < Cf

i

(1)

为 bi 对 s j 的属性 f 的满意度.

　　(2) 成本型属性

　　成本型属性表示越小越好的属性.取函数

af
ij =

1 , hf
j ≤Cf

i ;

Cf
i max - h f

j

C f
i max - Cf

i
, Cf

i < hf
j ≤Cf

i max

(2)

表示 bi 对 s j 的属性 f 的满意度.

　　(3) 硬约束

　　为交易必要条件 ,必须满足 ,因此不计算属性

满意度.

3 . 2　买方偏好

　　买家 bi 应对各软约束阐明偏好 ,即各软约束对

应属性 f 的重要程度 ,称为偏好系数 ,以 w f
i 表示.

w f
i 应满足正规化要求

∑
e

f = 1
w f

i = 1 , 0 ≤w f
i ≤1 .

3 . 3　买方总满意度及排序

l ij = ∑
e

f = 1
w f

i ×af
ij . (3)

bi 按 l ij 大小排序 ,所得序号 bi ( s j ) .

3 . 4　卖方满意度排序

　　将卖方 s j与其有交易意向的对方集合 N ( s j ) 中

所有 bi 按出价高低排序 ,序号以 s j ( bi ) 表示.

4　Gale2Sharply和 H2R算法的进一步扩展
　　p 2k 双边稳定匹配的 buyer2optimal 算法描述

如下 :设二值变量

ri =

1 , bi 或者已匹配满 ,或者其意

向列表中所有卖方已检查 ;

0 , ot herwise .

　　while 买方中存在 ri = 0 ,在买方中循环.

　　(1) 找到 ri = 0的买方.

　　(2) 设 s j 是 b i意向列表中没检查过的最前面卖

方 ,分以下几种情况 :

　　1) s j 中已匹配完 ,且所有已匹配出的 sj ( bk ) 均

小于 sj ( bi ) ,转 2) .

　　2) s j中有剩余 ,且数量不小于 bi所需 ,则匹配 bi

至饱和 ,更新 ri ,转 1) .

　　3) s j 中有剩余 ,但数量不足于 bi 所需 ,且所有

已匹配出的 sj ( bk ) 均小于 sj ( bi ) ,将该剩余匹配给

bi ,转 2) .

　　4) 其他情况 ,从剩余和已匹配的最大 sj ( bk ) 开

始 ,逐步分配匹配 bi ,并更新“吐出”匹配的 bk 匹配

数量和 r k .该步终止条件有 2个 :若 bi 已匹配满 ,转

1) ;若 s j ( bk ) < s j ( bi ) ,转 2) .

end while

5　扩展算法的稳定性证明
　　假设 s j 有一个物品匹配给 bk , bi 得到另外一个

卖家 sl 的物品 ,而且

bi ( s j ) < bi ( sl ) , sj ( bi ) < s j ( bk ) .

　　匹配过程有以下两种情况 :

　　1) 如果 bi先检查到 s j ,由于 sj ( bi ) < s j ( bk ) ,由

以上算法可知 ,当 bk 检查到 s j 时 ,不可能有“s j 匹配

bk”发生.

　　2) 如果 bk先检查到 s j ,也由于 s j ( bi ) < s j ( bk ) ,

当 bi 检查到 s j 时 , bk 应“吐出”s j ,使其匹配给 bi .

　　即上述假设不可能发生 ,所以算法所得到的匹

配结果是稳定匹配.

6　电子中介中的应用算例
　　在二手自行车的交易中 ,有些买家或卖家可能

有多于一辆参与交易.假设有 5个买家和 6个卖家 ,
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其交易数量和通过计算所得意向见表 1 .

表 1　买卖双方交易数量及意向表

买家
交易
数量

意向 卖家
交易
数量

意向

b1 2 s2 , s4 , s1 s1 3 b3 , b2 , b1

b2 1 s1 , s2 , s6 , s4 s2 1 b2 , b5 , b4

b3 2 s2 , s1 s3 1 b4 , b1

b4 3 s6 , s3 , s5 s4 3 b1 , b4 , b2 , b3

b5 1 s5 , s2 s5 2 b3 , b4

s6 1 b5 , b3 , b1 , b4 , b2

　　用上述的 buyer2optimal算法通过编程计算 ,得
到推荐的谈判结果见表 2 .

表 2　为买方推荐的谈判卖方及数量

买家 推荐谈判卖方 :数量

b1 s4 :2

b2 s1 :1

b3 s1 :2

b4 s6 :1 , s3 :1 , s5 :1

b5 s2 :1

　　从计算结果来看 , buyer2optimal 算法找到了利

于买方的稳定谈判对 (即 b1 与 s4 交易数量 2个) , b4

和 s1 实现了优化的供应聚集和需求隔离[12 ] ,即交易

双方数量的自动优化组合.

7　结 　　论
　　Gale2Sharply 算法处理的是 121 的 (如婚姻匹

配)稳定双边匹配问题 ,其扩展的 H2R算法则可处

理 12k 的情况 (如学校与学生的互相选择问题) .本

文将 H2R算法进一步扩展到 p 2k 的情形 ,其扩展

的必要性和实际应用则是电子中介所处理业务的特

点所决定的.当每个交易者都有多个同类型商品交

易时 ,本文所扩展的算法将十分有效 ,它实现了双方

的稳定匹配 ,实现了不同数量的优化组合.最后对所

扩展算法的匹配结果稳定性给出了证明.
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