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时滞的不确定奇异摄动系统鲁棒稳定性研究

梅　平 , 邹　云
(南京理工大学 自动化学院 , 南京 210094)

摘　要 : 研究了带离散时滞和分布时滞的不确定奇异摄动系统的鲁棒稳定问题.首先采用广义系统模型方法 ,将所

研究的系统转化为与之等价的广义系统 ;然后提出对应的 Lyapunov2Krasovskii泛函 ,得到了时滞相关的鲁棒稳定性

判据 ,并在此基础上给出了鲁棒控制器设计 ,结论以矩阵不等式形式给出 ;最后仿真算例说明了方法的有效性.
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Abstract : The Robust stability for uncertain singularly perturbed with discrete delay and dist ributed delay is

discussed. The singularly perturbed system is equivalently represented as a descriptor system. Then a Lyapunov2
Krasovskii function is proposed. The delay dependant stability sufficient condition is presented to ensure the singularly

perturbed system to be asymptotically stable. The state2feedback controller is designed. Finally , simulation examples

show the effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
　　近几十年来 ,奇异摄动系统的研究得到很多学

者的关注 ,并得到了很多有意义的结论[124 ] .在文献

[5 ]中作者回顾了近年来取得的重大成就以及一些

成功应用.

　　因为系统在建模过程中不可避免地出现误差及

一些外界干扰等不确定性因素 ,所以考察不确定性

对奇异摄动稳定性的影响是非常必要的[6 ,7 ] .文献

[6 ]讨论了带有不确定量的奇异摄动系统 ,但没有考

虑时滞的影响.文献[ 7 ]用 H∞范数讨论了奇异摄动

时滞不确定系统的鲁棒稳定问题.

　　在控制系统中 ,时滞现象的出现很普遍 ,但时滞

经常是系统不稳定的根源 ,因此近年来时滞系统的

研究也成为一个热点问题[8212 ] .为了得到时滞相关

的条件 ,需要对所考察的系统做一特殊的变换.这样

做的目的是使变换后的系统能更适宜 L yap unov2
Krasovskii 技术的应用[12 ] . Fridman[13 ]在 2001年提

出了广义系统模型 ,该模型被证明与原系统模型是

等价的 ,因此降低了保守性.

　　此外 ,对于时滞奇异摄动系统的研究也取得了

一定的进展[14216 ] .文献 [14 ] 研究了单时滞情形 ,在

估计稳定性方面 ,提出了与时滞无关的充分条件 ,但

限于时滞存在于慢状态方程的情形.文献[16 ]采用

Laplace变换 ,利用 H∞指标 ,得出多重时滞系统的

稳定上界. Fridman在文献[15 ]中 ,采用了广义系统

模型 ,分析了时滞奇异摄动系统的鲁棒稳定性 ,但并

没有考虑不确定性的影响.本文在文献[15 ]的基础

上考虑了不确定性对系统的影响 ,得到时滞相关的

稳定性条件[19220 ] .

2　主要结论
　　注 1　本文中 , In 表示单位矩阵 ,

A B

3 C
=

A B

B T C
.

　　若
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A ( t) =
A 11 ( t) A 12 ( t)

A 21 ( t) A 22 ( t)
,

则

A =
A 11 A 12

A 21 A 22

.

　　考虑如下奇异摄动系统 :

EεÛx ( t) = A 0 ( t) x ( t) + A 1 ( t) x ( t - h) . (1)

其中 : x ( t) ∈Rn1 + n2 是状态变量 ; x ( t0 +θ) = <(θ) ,θ

∈[ - h ,0) 是初始条件 , h是时滞常数 ;

Eε =
In1 0

0 εI n2

,

ε> 0是摄动常数 ; A 0 ( t) 和 A 1 ( t) 定义在给定的不

确定集合上 ,且

A 0 ( t) =
A 01 ( t) A 02 ( t)

A 03 ( t) A 04 ( t)
,

A 1 ( t) =
A 11 ( t) A 12 ( t)

A 13 ( t) A 14 ( t)
.

采用文献 [15 ]的广义系统模型变换方法 ,式 (1) 可

以转化为

�Eεx
-
·

( t) = �A 0 ( t) �x ( t) + �A 1 ( t) �x ( t - h) +

H ( t)∫
0

- h
y ( t + s) ds. (2)

其中

�x ( t) = col{ x1 , x2 , y} , �Eε =

In1 0 0

0 εI n2 0

0 0 0

,

H ( t) =

0

- A 13 ( t)

- A 11 ( t)

,

�A 1 ( t) =

0 0 0

0 A 14 ( t) 0

0 A 12 ( t) 0

,

�A 0 ( t) =

0 0 In1

A 03 ( t) + A 13 ( t) A 04 ( t) 0

A 01 ( t) + A 11 ( t) A 02 ( t) - In1

.

给出系统 (2) 的 L yap unov2Krasovskii 泛函如

下[15 ,17 ] :

V ( x ( t) ) =

V 1 ( x ( t) ) + V 2 ( x ( t) ) +

V 3 ( x ( t) ) + V 4 ( x ( t) ) + V 5 ( x ( t) ) . (3)

其中

V 1 ( x ( t) ) = �x T ( t) �EεPε�x ( t) ,

V 2 ( x ( t) ) =∫
t

t - h
x 1 (τ) T S x 1 (τ) dτ,

　V 3 ( x ( t) ) =∫
t

t - h
x 2 (τ) T U x 2 (τ) dτ,

　V 4 ( x ( t) ) =∫
t

t - h
y (τ) T Yy (τ) dτ,

　V 5 ( x ( t) ) =∫
t

t - h
( h - t + s) y ( s) T W y ( s) ds.

　Pε =
P1ε 0

P2 P3

, P1ε =
P11 εP T

12

P12 P13

, (4)

　P11 ∈Rn1×n1 , P13 ∈Rn2×n2 , P3 ∈Rn1×n1 ,

　0 < S ∈Rn1×n1 , 0 < U ∈Rn2×n2 ,

　0 < Y ∈Rn1×n1 , 0 < W ∈Rn1×n1 .

　　这里 ,式 (3) 的第 1项对应于广义系统模型 ,第

2项、第 3项和第 5项分别对应于慢状态 x1 ,而第 4

项针对快状态 x2 .由此得到本文的主要结论.

　　定理 1　对给定的ε> 0和 h > 0 ,系统 (1) 是

渐近稳定的 , 如果存在形如式 (4) 的 Pε ∈

R
( n1 + n) ×( n1 + n)

, 0 < P11 ∈Rn1×n1 , 0 < P13 ∈Rn2×n2 ,使

得 EεP1ε > 0 ;且如果存在矩阵 0 < S ∈Rn1×n1 , 0 <

U ∈Rn2×n2 , 0 < Y ∈Rn1×n1 , 0 < W ∈Rn1×n1 满足

下面的矩阵不等式 :

Ξ =

Ψε( t) PT
ε �A 1 ( t) - hP T

ε H ( t)

3 - Σ 0

3 3 - hW

< 0 . (5)

其中

Ψε( t) = PT
ε �A 0 ( t) + �A 0 ( t) T Pε +

S 0 0

0 U 0

0 0 Y + hW

, (6a)

　　　　　Σ =

S 0 0

0 U 0

0 0 Y

. (6b)

　　 证 明 　 选 取 形 如 式 (3) 所 示 的

L yap unov2Krasovskii泛函 ,沿着式 (2) 对 V 求导得

ÛV ( t) = ÛV 1 + ÛV 2 + ÛV 3 + ÛV 4 + ÛV 5 .

其中

ÛV 1 = 2�x ( t) T PT
ε �A 0 ( t) �x ( t) +

2�x ( t) T PT
ε �A 1 ( t) �x ( t - h) +

2�x ( t) PT
ε h H ( t)∫

t

t- h

1
h

y ( s) ds ,

ÛV 2 = x1 ( t) T S x 1 ( t) - x1 ( t - h) T S x 1 ( t - h) ,

ÛV 3 = x2 ( t) T U x 2 ( t) - x2 ( t - h) T U x 2 ( t - h) ,

ÛV 4 = y ( t) T Yy ( t) - y ( t - h) T Yy ( t - h) .

　　由文献[17 ]的引理 1得

ÛV 5 =

hy ( t) T W y ( t) -∫
t

t - h
y ( s) T W y ( s) ds ≤

hy ( t) T W y ( t) -
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(∫
t

t- h

1
h

y ( s) ds)
T

hW (∫
t

t - h

1
h

y ( s) ds) ,

所以 ÛV = qTΞq.其中

qT = [ �x T ( t) 　�x T ( t - h) 　( 1
h∫

t

t - h
y ( s) ds)

T

] ,

Ξ =

Ψε( t) PT
ε �A 1 ( t) - hP T

ε H ( t)

3 - Σ 0

3 3 - hW

,

Ψε( t) 和Σ由式 (6) 给出.由不等式 (5) 可知ÛV ( x ( t) )

< 0 ,所以系统 (2) 是渐近稳定的. □

　　下面考虑当系统 (1) 变成标称系统时 ,即

EεÛx ( t) = A 0 x ( t) + A 1 x ( t - h) (7)

时和在初始条件 x ( t0 +θ) = <(θ) ,θ∈[ - h ,0) 下 ,

系统 (7) 的稳定性.根据定理 1 ,容易得到如下结论.

　　推论 1　对给定的ε> 0和 h > 0 ,系统 (7) 是

渐近稳定的 , 如果存在形如式 (4) 的 Pε ∈

R
( n1 + n) ×( n1 + n)

, 0 < P11 ∈Rn1×n1 ,0 < P13 ∈Rn2×n2 ,使

得 EεP1ε > 0 ;且如果存在矩阵 0 < S ∈Rn1×n1 ,0 <

U ∈Rn2×n2 ,0 < Y ∈Rn1×n1 ,0 < W ∈Rn1×n1 满足如

下矩阵不等式 :

Ξ0 =

Ψε P T
ε �A 1 - hP T

ε H

3 - Σ 0

3 3 - hW

< 0 . (8)

　　Fridman[15 ]首次用广义系统模型变换研究了时

滞奇异摄动系统的稳定性 ,同样以 L MI的形式给出

了稳定性判据.下面以仿真算例来比较两种结论的

保守性.

　　算例 1[15 ] 　考虑系统

Ûx1 = x2 ( t) + x1 ( t - h) ,

εÛx 2 = - x2 ( t) + 0 . 5 x2 ( t - h) - 2 x1 ( t) . (9)

利用文献[15 ]中的定理 2 ,得到ε和 h的关系 ,见表

1 .而用本文的推论 1 ,得到ε和 h的关系 ,见表 2 .

表 1　小参数ε对时滞常数 h的影响

ε 0 0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4

hmax 0 . 424 0 . 303 0 . 184 0 . 08 0 . 001 4

表 2　小参数ε对时滞常数 h的影响

ε 0 0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4

hmax 0 . 599 0 . 429 0 . 26 0 . 119 0 . 002

　　从表 1和表 2可以看出 ,当ε∈[0 ,0 . 4 ]时 ,本

文结论得到的条件保守性要小 ,这主要是由于在给

出稳定条件时没有引入不必要的上界 ,从而降低保

守性.当ε≥0 . 5时 ,文献[15 ]和本文的结论一致 ,

即此时 h →0 ,L MIs无解.

　　下面考虑不确定为范数有界不确定时的情形 ,

即

A 0 ( t) = A 0 +ΔA 0 ( t) ,

A 1 ( t) = A 1 +ΔA 1 ( t) ,

[ΔA 0 ( t) 　ΔA 1 ( t) ] = L F ( t) [ M　N ]. (10)

其中 F( t) ∈Rn×n 是时变摄动矩阵 ,且满足

F( t) T F( t) ≤ I. (11)

　　假设 L , M , N 有如下分块形式 :

L =
L 1

L 2

, L 1 ∈Rn1×n1 , L 2 ∈Rn2×n2 ,

M = [ M1 　M2 ] , M1 ∈Rn1×n1 , M2 ∈Rn2×n2 ,

N = [ N1 　N 2 ] , N 1 ∈Rn1×n1 , N 2 ∈Rn2×n2 .

由此得到下面的结论.

　　定理 2　对给定的ε> 0和 h > 0 ,具有形如式

(10) 和 (11) 的不确定性系统 (1) 渐近稳定 ,如果存在

0 < �P11 ∈Rn1×n1 ,0 < �P13 ∈Rn2×n2 ,使得 Eε�P1ε > 0 ;且

如果存在矩阵 0 < �S ∈Rn1×n1 , 0 < U
～
∈Rn2×n2 , 0 <

�Y ∈Rn1×n1 , 0 < �W ∈Rn1×n1 满足下面的矩阵不等式 :

Ψ
～
ε �P T
ε �A 1 - h�P T

ε H �P T
ε�L Π

3 - �Σ 0 0 N̂ T
2

3 3 - h �W 0 - hN T
1

3 3 3 - I 0

3 3 3 3 - I

< 0 .

(12)

其中

Ψ
～
ε = �PT

ε�A 0 + �A T
0 �Pε +

�S 0 0

0 U
～

0

0 0 �Y + h �W
,

Π =

M T
1 + N T

1

M T
2

0

, N̂ 2 = [0　N 2 　0 ] ,

�L T = [0　L T
2 　L T

1 ] , �Σ =

�S 0 0

0 U
～

0

0 0 �Y
.

　　证明 　容易看出式 (5) 等价于

Ξ0 +

PT
ε�L
0

0

F( t) [ΠT 　N̂ 2 　 - hN T
1 ] +

Π

N̂ 2

- hN 1

FT ( t) [ �L T Pε　0　0 ] < 0 . (13)

由文献[1 ]中的引理 2 . 4知 ,不等式 (13) 成立的一

个充分条件是对给定的ρ> 0 ,

ρΞ0 +ρ2ΓΓT +ΛTΛ < 0 . (14)

其中

　　　　　Γ =

PT
ε�L
0

0

,
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　　　　　Λ = [ΠT 　N̂ 2 　 - hN T
1 ].

　　引入新的变量

　　　　ρP ij = �Pij , i = 1 ,2 , j = 1 ,2 ,

　　　　ρP3 = �P3 ,ρS = �S ,ρU = U
～

,

　　　　ρP13 = �P13 ,ρW = �W ,

再利用 Schur引理即得式 (12) . □

　　算例 2　考虑下面不确定奇异摄动系统 :

EεÛx ( t) = ( A 0 +ΔA 0 ( t) ) x ( t) +

( A 1 +ΔA 1 ( t) ) x ( t - d) . (15)

其中 : Eε =
1 0

0 ε
,ε > 0 是摄动常数 , A 0 =

0 1

- 2 - 1
, A 1 =

1 0

0 0 . 5
. 对 Π t ,不确定满足

‖ΔA ( t) ‖≤α, ‖ΔB ( t) ‖≤α,α≥0 .参照式 (10)

的不确定形式 ,可以设 L =αI , M = N = I , I =

1 0

0 1
,对不同的α和ε,以表格的形式给出 h值的

变化情况.

　　对α= 0 ,此时系统 (15) 不含不确定性 ,关于这

个结果已在前面讨论过 (见表 1 和表 2) ,而对ε =

0 . 05 , 应用定理 2得到表 3 .

表 3　确定参数α对时滞常数 h的影响

α 0 0 . 05 0 . 1

hmax 0 . 516 0 . 352 0 . 16

　　注 :当α≥0 . 2时 , h →0 ,L MI此时无解.

　　由上面稳定性理论分析 ,给出系统的控制器设

计如下 :

EεÛx ( t) =

( A 0 +ΔA 0 ( t) ) x ( t) + ( A 1 +ΔA 1 ( t) ) x ( t - h) +

( B +ΔB) u( t - h) . (16)

目的是找到与ε无关的状态反馈增益 ,通过状态反

馈控制器

u( t) = Kx ( t) , K = [ K1 　K2 ] , (17)

使得上述系统渐近稳定.其中

[ΔA 0 ( t) 　ΔA 1 ( t) 　ΔB ( t) ] =

L F ( t) [ M　N 　N B ] ,

B =
B1

B2

,

L , M , N , F( t) 如前所述 , N B 是一定维数的常数矩

阵.

　　将式 (17) 代入式 (16) 得到

　　　EεÛx ( t) = ( �A 0 +Δ�A 0 ( t) ) x ( t) +

　　　　　　　( A 1 +ΔA 1 ( t) ) x ( t - h) . (18)

其中

�A 0 = A 0 + B K ,

Δ�A 0 ( t) = L F ( t) ( M + N B K) . (19)

　　应用定理 2的结论 ,得到如下矩阵不等式 :

Ψ̂ε �P T
ε �A 1 - h�P T

ε

0

A13

A11

�PT
ε

0

L 2

L 1

Π̂

3 - �Σ 0 0 N̂ T
2

3 3 - h�W 0 - hN T
1

3 3 3 - I 0

3 3 3 3 - I

< 0.

(20)

其中

Ψ̂ε =

�PT
ε�A 0 + �A T

0 �Pε +

�S 0 0

0 U
～

0

0 0 �Y + h �W
+

�PT
ε

0

�B
[ K　0 ] + [ K　0 ]T 0

�B

T

�Pε ,

Π̂T =

[ M1 + N 1 + N B K1 　M2 + N B K2 　0 ] ,

�B T = [ B2 　B1 ]T .

　　由定理2的证明过程可以看出 , - �PT
3 - �P3是负

定的 ,因此 �P0 =
P10 0

P2 P3

是可逆的.设 Q = �P- 1
0 ,

显然 Q =
Q1 0

Q2 Q3

.令Δ = diag{ Q , I} ,为了使式

(19) 是L MI的 ,在式 (20) 两边分别左乘ΔT ,右乘Δ,

在 Q的二次项上应用 Schur并令 KQ1 = Z ,得到如

下结论.

　　定理 3　考虑系统 (16) ,对所有足够小的ε≥

0 ,状态反馈 (17) 能镇定 (16) , 如果存在 Q ∈

R
( n1 + n) ×( n1 + n)

, 0 < �S = S - 1 ∈Rn1×n1 ,0 < �U = U - 1 ∈

Rn2×n2 ,0 < �Y = Y - 1 ∈ Rn1×n1 ,0 < �W = W - 1 ∈

Rn1×n1 , Z ∈R l×( n1 + n)
,使得下面线性矩阵不等式 (21)

成立 :

�Ψ10 �A 1 �Σ - h

0

A13

A11

�W
0

L 2

L 1

QTΠ+
ZT

0
N T

B

3 - �Σ 0 0 N̂ T
2

3 3 - h�W 0 - hN T
1

3 3 3 - I 0

3 3 3 3 - I

3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3

→
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←

QT

In1

0

0

QT

0

In2

0

QT

0

0

In1

hQ T

0

0

In1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

- �S 0 0 0

3 - �U 0 0

3 3 - �Y 0

3 3 3 - h �W

< 0 .

(21)

其中

�Σ =

S - 1 0 0

0 U - 1 0

0 0 Y - 1

,

�Ψ10 = �A 0 Q + QT �A T
0 +

　　　
0

�B
[ Z　0 ] +

ZT

0
[0　�B T ].

3　结 　　论
　　本文研究了带有不确定的时滞奇异摄动系统 ,

用广义系统模型方法 ,将原系统转化为与之等价的

广义系统 ,并且在前人讨论的基础上 ,给出了

L yap unov2Krasovskii泛函.在此基础上讨论了原系

统的鲁棒稳定性 ,以 L MI形式给出了判别条件 ,并

与文献[ 15 ]作了比较 ,分析发现本文的保守性相对

较小.最后进一步研究了鲁棒镇定问题 ,给出了控制

器设计.
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图 5　预见步数与性能指标的变化曲线

6　结 　　论
　　本文初步探讨了信息融合在非线性系统最优预

见控制中的应用 ,详细给出了基于卡尔曼滤波的非

线性系统最优预见控制算法 ,并以二自由度机器人

操作手的转移控制问题为背景进行了仿真研究.仿

真结果表明了信息融合最优预见控制算法的有效

性.
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