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基于 LMI的线性时滞系统输出动态反馈镇定
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摘　要 : 考虑线性时滞系统的输出动态反馈镇定问题.利用自由参数矩阵对闭环系统进行适当变换 ,并结合相应的

Lyapunov2Krasovskii泛函得到了时滞相关的控制器存在性判据.利用控制器参数化方法 ,将控制器参数与泛函参数

的求解归结为线性矩阵不等式解的形式 ,从而克服了时滞无关性及求解非凸优化问题所导致的保守性.仿真算例验

证了结论的有效性.
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Abstract : The output dynamical feedback control is considered for time2delay system to stabilize the closed2loop

system. A specified t ransformation of the closed2loop system with f ree matrices and correspondent const ruction of

Lyapunov2Krasovskii functional are int roduced , by which the delay2dependent stability criterion is derived.

Furthermore , the parameterization of controller is used to establish the design condition in terms of L MI with respect

to all parameters of controller and L yapunov2Krasovskii function. The conservatism caused by delay2independence and

nonconvexity in the existent result s is relaxed by using the methods. Numerical examples show the effectiveness of the

proposed methods.
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1　引　　言
　　分析时滞现象对系统动力学行为及控制性能的

影响 ,以及如何利用或消除这种影响是控制理论领

域的研究热点.本文考虑时滞系统输出动态反馈控

制器的设计方法 ,使得闭环系统是指数稳定的.

由于状态变量未必可直接量测 ,输出反馈控制

便更具有现实意义.文献 [ 1 ]通过“观测器2控制器”
的方法实现输出静态反馈控制 ,避免了动态反馈控

制器难以求解的困难 ,但时滞系统的观测器设计理

论并不完善 ,因此限制了该方法的应用.文献 [ 224 ]

提出的时滞系统输出动态反馈控制器的设计方法均

与时滞无关 ,结论保守性较强 ,而且在控制器参数的

求解过程中 ,不可避免地出现 L yap unov2Krasovskii

泛函参数矩阵及其逆 ,因此无法将控制器设计问题

归结为关于所有未知参数的凸优化问题 ,从而引入

了附加的保守性.

考虑较为一般的 L yap unov2Krasovskii 泛函构

造方式及适当的系统变换形式 ,从而得到保守性较

小的稳定性准则 ,是近年来线性时滞系统分析中的

热点问题[528 ] .时滞系统分析结论的保守性表现为其

关于时滞常数的灵敏度 ,若其相对于时滞常数的灵

敏度较高 ,则其保守性较小.对设计问题而言 ,相应

结论在尽可能克服保守性的同时 ,还应便于控制器

参数的求解 ,而现有的分析结论未必适用于设计问

题[7 ,9 ,12 ] .将输出动态反馈控制器的求解问题转化为
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凸优化问题需要特殊的构造方法与解析技巧[10 ] .

本文引入自由参数矩阵对闭环系统进行适当变

换 ,由此得到控制器存在的一般性条件.进而 ,利用

控制器参数化方法及给定的自由参数矩阵 ,得到基

于线性矩阵不等式的时滞相关的输出动态反馈控制

器的存在性判据 ,并给出了控制器的具体形式.

2　问题描述
　　考虑线性时滞系统

Ûx ( t) = A x ( t) + A d x ( t - r) + B u ( t) ,

y ( t) = Cx ( t) , t ≥0 ,

x ( t) = <( t) , - �r ≤ t ≤0 . (1)

其中 : x ∈Rn , u ∈Rm , y ∈Rh分别为系统状态、控制

输入、量测输出 ; r ∈[0 , �r]为时滞常数 , �r > 0为时

滞上界 ; A , A d , B , C , E , F为适当维数矩阵.

本文目的是设计全维输出动态反馈控制器 ,即

x̂
·

( t) = KA x̂ ( t) + KB y ( t) ,

u( t) = KC x̂ ( t) + KD y ( t) , t ≥0 . (2)

使得对于 Π r ∈[0 , �r] ,闭环系统

Ûξ( t) = �Aξ( t) + �A dξ( t - r) , t ≥0 (3)

是指数稳定的.这里

ξ=
x

x̂
, J n =

In

0
, �A′d =

A′d

0
,

�A d = J n �A d , �A =
A + B K D C B K C

KB C K A

.

　　根据ξ( t) -ξ( t - r) -∫
t

t - r
Ûξ(θ) dθ= 0 ,闭环系统

(3) 可变换为如下形式 :

Ûξ( t) = ( �A + �A d )ξ( t) - ( �A + �A d + M)η1 ( - r) -

N∫
t

t- r
[ ( �A + �A d )ξ(θ) - �A dηθ( - r) ]dθ,

t ≥0 . (4)

其中ηt (θ) ∶=ξt (0) -ξt (θ) ,θ∈[ - r ,0 ] ,具有下述

性质 :

ηt (0) ≡0 , t ≥0 , (5)

M , N 为满足如下约束的自由矩阵 :

M + N + �A = 0 . (6)

3　主要结果
　　考虑时滞系统的分析与控制问题 ,适当的系统

变换形式及相应 L yap unov2Krasovskii 泛函的构造

对于特定问题的求解及结论的保守性具有至关重要

的作用.通过引入自由参数矩阵将闭环系统变换为

式 (4) 是最终将控制器的存在性判别与求解完全归

结为凸优化问题的出发点.

定理 1　如果存在正定对称矩阵 P , S1 , S2 , S3

∈R2 n×2 n , S4 ∈Rn×n 满足 Riccati不等式

( �A + �A d )′P + P( �A + �A d ) + �r ( �A + �A d )′S 3 ( �A +

�A d ) + �rPN S - 1
3 N′P + �rPN J n S - 1

4 J′n N′P +

PM S - 1
2 M′P + P( �A + �A d ) S - 1

1 ( �A + �A d )′P < 0 ,

(7)

则对于 Π r ∈[0 , �r] ,闭环系统 (3) 是指数稳定的.

证明 　构造 L yap unov2Krasovskii泛函如下 :

V (ξt ) = V 1 (ξt ) + V 2 (ξt ) + V 3 (ξt ) + V 4 (ξt ) .

(8)

其中

V 1 (ξt ) =ξ′( t) Pξ( t) ,

V 2 (ξt ) =∫
0

- r
η′t (θ) ( S1 + S2 +

　　　　�r�A′d S 4 �A d )ηt (θ) dθ,

V 3 (ξt ) =∫
0

- r∫
t

t+θ
ξ′(σ) ( �A + �A d )′S 3 ( �A +

　　　　�A d )ξ(σ) dσdθ,

V 4 (ξt ) =∫
0

- r∫
t

t+θ
η′σ ( - r) �A′d S 4 �A dησ( - r) dσdθ.

V 1 沿着系统 (4) 解轨线的导数为

ÛV 1 (ξt ) =

2ξ′( t) P{ ( �A + �A d )ξ( t) - ( �A + �A d +

M)ηt ( - r) } + 2ξ′( t) PN∫
t

t- r
[ ( �A + �A d)ξ(θ) -

�A dηθ( - r) ]dθ=

ξ′( t) [ ( �A + �A d )′P + P( �A + �A d ) ]ξ( t) +

ζ1 ( t) +ζ2 ( t) +ζ3 ( t) +ζ4 ( t) . (9)

其交叉项分别满足如下估计 :

ζ1 ( t) = - 2ξ′( t) P( �A + �A d)ηt ( - r) ≤

η′t ( - r) S1ηt ( - r) +ξ′( t) P( �A +

�A d ) S - 1
1 ( �A + �A d )′Pξ( t) , (10)

ζ2 ( t) = - 2ξ′( t) PMηt ( - r) ≤

η′t ( - r) S2ηt ( - r) +

ξ′( t) PM S - 1
2 M′Pξ( t) , (11)

ζ3 ( t) = - 2∫
t

t - r
ξ′( t) PN ( �A + �A d )ξ(θ) dθ≤

�rξ′( t) PN S - 1
3 N′Pξ( t) +∫

0

- r
ξ′( t +

θ) ( �A + �A d )′S 3 ( �A + �A d )ξ( t +θ) dθ,

(12)

ζ4 ( t) = 2∫
t

t- r
ξ′( t) PN �A dηθ( - r) dθ≤

�rξ′( t) PN J n S - 1
4 J′n N′Pξ( t) +

∫
0

- r
η′t (θ- r) �A′d S 4 �A dηt (θ- r) dθ. (13)

　　根据式 (5) 可知 ,泛函 (8) 中其余各项的时间导

数为

ÛV 2 (ξt ) = - η′t ( - r) ( S1 + S2 +

　　　　�r�A′d S 4 �A d )ηt ( - r) , (14)

745
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ÛV 3 (ξt ) = rξ′( t) ( �A + �A d )′S 3 ( �A + �A d )ξ( t) -

　　　　∫
0

- r
ξ′( t +θ) ( �A + �A d )′S 3 ( �A +

　　　　�A d )ξ( t +θ) dθ, (15)

ÛV 4 (ξt ) = rη′t ( - r) �A′d S 4 �A dηt ( - r) -

　　　　∫
0

- r
η′t (θ- r) �A′d S 4 �A dηt (θ- r) dθ.

(16)

结合式 (9) ～ (16) 得

ÛV (ξt ) ≤

ξ′( t) [ ( �A + �A d )′P + P( �A + �A d ) +

�r( �A + �A d )′S 3 ( �A + �A d ) + �rPN S - 1
3 N′P +

�rPN J n S - 1
4 J′N′P + PM S - 1

2 M′P +

P( �A + �A d ) S - 1
1 ( �A + �A d )′P ]ξ( t) < 0 .

由此 ,根据泛函微分方程稳定性理论[11 ] ,闭环系统

(3) 是指数稳定的. □

为求解动态反馈控制器参数 ,设 - N = �A +

�A d ,根据式 (6) 解得 M = �A d ,进而闭环系统 (4) 表达

为

Ûξ( t) =

( �A + �A d)ξ( t) - ( �A + 2 �A d )ηt ( - r) +

( �A + �A d)∫
t

t- r
[ ( �A + �A d )ξ(θ) - �A dηθ( - r) ]dθ.

　　引入如下参数集 :

Φ: = { X ∈Rn×n , Y ∈Rn×n , R ∈Rn×n ,

U ∈Rm×n , V ∈Rn×h , W ∈Rm×h} ,

其中 X > 0 , Y > 0为对称矩阵.设 Z = X - Y - 1 ,动

态反馈控制器及 L yap unov2Krasovskii 泛函的参数

化形式如下 :

KD K C

KB K A

=

Im 0

B - Y - 1

W U

V R - Y ( A + A d ) X
×

I h - CX Z - 1

0 Z- 1
=

W ( - W C X + U) Z- 1

B W - Y - 1 V
( - B W C X + BU + Y - 1 V C X -

Y - 1 R + ( A + A d ) X) Z- 1

,

(17)

P- 1 (Φ) = Q(Φ) =
X Z

Z Z
. (18)

　　将参数化控制器 (17) 代入闭环系统 (3) 的系数

矩阵 ,得到参数化闭环系数矩阵

　　　( �A + �A d ) (Φ) =

( A + A d ) + B W C ( - B W C X + BU) Z- 1

B W C - Y - 1 V C

( - B W C X + BU +

Y - 1 V C X - Y - 1 R +

( A + A d ) X) Z- 1

.

(19)

　　定理2　如果存在参数集Φ及正定对称矩阵 Ŝ 1

∈R2 n×2 n , Ŝ , S4 ∈Rn×n 满足下列线性矩阵不等式 :

Γ′1 (Φ) +Γ1 (Φ) Γ1 (Φ) Γ2 (Φ)

3 - Ŝ1 0

3 3 - Ŝ

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

Γ′1 (Φ) Γ1 (Φ) Γ3 (Φ)

0 0 0

0 0 0

- �r- 1 Q̂ (Φ) 0 0

3 - �r- 1 Q̂ (Φ) 0

3 3 - �r- 1 S4

< 0 ,

(20)

Q̂ (Φ) =
X I n

In Y
> 0 . (21)

其中

Γ1 (Φ) =

( A + A d ) X + BU ( A + A d) + BW C

R Y ( A + A d ) + V C
,

Γ2 (Φ) =
A d

YA d

,

Γ3 (Φ) =
( A + A d ) + B W C

Y ( A + A d ) + V C
.

则存在形如式 (17) 的动态输出反馈控制器 ,使得闭

环系统 (3) 是指数稳定的.

证明 　设变换矩阵 L =
In Y

0 - Y
,经变换可

得

Q̂ (Φ) = L′Q (Φ) L =
X I n

In Y
,

即在泛函参数化 (18) 的假设条件下 ,其正定性等价

于线性矩阵不等式 (21) .

设 S2 = diag{ Ŝ 　S22 } , Ŝ , S22 ∈Rn×n ,则 Riccati

不等式 (7) 可转化为

( �A + �A d )′P + P( �A + �A d ) + �r ( �A +

�A d )′S 3 ( �A + �A d ) + �rP ( �A + �A d ) S - 1
3 ( �A +

�A d )′P + PJ nA d Ŝ - 1 A′d J′n P +

�rP ( �A + �A d ) J nS - 1
4 J′n ( �A + �A d )′P +

845
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P( �A + �A d ) S - 1
1 ( �A + �A d )′P < 0 .

　　根据 Schur引理 ,上式等价于

Ξ =

Ξ(1 ,1) P( �A + �A d ) PJ n A d

3 - S1 0

3 3 - Ŝ

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

( �A + �A d )′S 3 P( �A + �A d ) P( �A + �A d ) J n

0 0 0

0 0 0

- �r- 1 S3 0 0

3 - �r- 1 S3 0

3 3 - �r- 1 S4

< 0 ,

(22)

其中Ξ(1 ,1) = ( �A , �A d )′P + P( �A + �A d ) .

设 S3 = P , Q = P- 1 以及变换矩阵 T1 =

diag{ Q　Q　In 　Q　Q　In} . 经过变换可知 ,矩阵

不等式 (22) 等价于

T′1ΞT 1 =

Q( �A + �A d )′+

( �A + �A d ) Q
( �A + �A d ) Q J n A d

3 - QS 1 Q 0

3 3 - Ŝ

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

Q( �A + �A d )′ ( �A + �A d ) Q ( �A + �A d ) J n

0 0 0

0 0 0

- �r- 1 S - 1
3 0 0

3 - �r- 1 QS 3 Q 0

3 3 - �r- 1 S4

< 0 .

(23)

　　设变换矩阵 T2 = diag{ L L I n L L I n} .

在控制器与泛函参数化 (17) 和 (18) 的条件下 ,由式

(23) 通过变换可知 ,闭环系统 (3) 指数稳定的充分

条件为以下矩阵不等式成立 :

Π = T′2 T′1ΞT 1 T2 =

Π(1 ,1) L′( �A + �A d) QL L′J nA d

3 - L′QS 1 QL 0

3 3 - Ŝ

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

L′Q ( �A + �A d)′L L′( �A + �A d) QL L′( �A + �A d) J n

0 0 0

0 0 0

- �r- 1 L′QL 0 0

3 - �r- 1 L′QL 0

3 3 - �r- 1 S4

< 0 ,

(24)

其中Π(1 ,1) = L′õQ( �A + �A d )′+ ( �A + �A d ) Q」L .将

闭环系统参数式 (19) 代入矩阵不等式 (24) ,逐项计

算可得

L′( �A + �A d ) (Φ) Q(Φ) L =Γ1 (Φ) ,

L′J n A d =Γ2 (Φ) ,

L′( �A + �A d ) (Φ) J n =Γ3 (Φ) .

　　设 Ŝ1 = L′QS 1 QL ,可知矩阵不等式 (24) 等价

于线性矩阵不等式 (20) . □

4　仿真分析
　　例 1　考虑如下时滞系统[12 ] :

Ûx ( t) =
0 0

0 1
x ( t) +

- 1 - 1

0 - 0 . 9
x ( t - r) +

0

1
u( t) .

　　利用状态反馈镇定 ,文献[12 ]给出的允许时滞

上界为 �r = 0 . 334 6 s. 通过引入量测输出 y ( t) =

[0　1 ] x ( t) ,利用本文结论 ,解得允许时滞上界为 �r
= 0 . 809 6 s ,输出动态反馈控制器为

x̂
·

( t) =
- 1 . 0 0 . 012

0 . 184 - 0 . 24
x̂ ( t) +

- 1 . 01

0 . 234
y ( t) ,

u( t) = [0 . 183 6　 - 0 . 02 ] x̂ ( t) - 0 . 09 y ( t) ,

t ≥0 .

　　相应的闭环系统状态轨线如图 1所示.

图 1　例 1的闭环自治系统状态轨线

例 2　考虑如下时滞系统[3 ] :

Ûx ( t) =
0 1

1 - 2
x ( t) +

0 0

0 . 1 0 . 1
x ( t - r) +

　 　　
0

1
u( t) ,

y ( t) = [1　0 ] x ( t) , t ≥0 .

　　在同时具有时滞与无时滞控制输入的条件下 ,

945
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文献[3 ]给出了与时滞无关的输出动态反馈控制器

的求解方法.利用本文结论 ,解得允许时滞上界为 �r
= 1 . 368 s ,输出动态反馈控制器为

x̂
·

( t) =
1 . 358 1 . 0

- 0 . 774 - 0 . 559
x̂ ( t) +

　 　　
- 1 . 359

0 . 716
y ( t) ,

u( t) = [1 . 86　1 . 341 ] x̂ ( t) - 3 . 019 y ( t) , t ≥0 .

　　相应的闭环系统状态轨线如图 2所示.

图 2　例 2的闭环自治系统状态轨线

　　注 1　为求解时滞系统的输出动态反馈控制

器 ,现有结果必须指定泛函的某些参数矩阵[224 ] .本

文利用 A + A d 取代 A ,实现了控制器参数化设计 ,

并完整地保留了控制器参数与泛函参数作为凸优化

问题的解 ,从而克服了这种附加的保守性.这是构造

闭环系统变换 (4) 及相应L yap unov2Krasovskii泛函

(7) 的根本目的.

注 2　例 2说明了在 ‖A d ‖ ν ‖A ‖的条件

下 ,本文方法可能导致一定的局限性 ,因此时滞相关

性结论的保守性优于时滞无关性结论的观点并非是

无条件的.此例从一个侧面反映了在保守性较弱的

稳定判据中 , A 与 A d 独立出现的合理性[527 ] .

5　结 　　论
　　本文考虑了输出动态反馈镇定问题.通过引入

自由参数矩阵构造适当的闭环系统变换形式 ,并结

合相应的 Lyap unov2Krasovskii 泛函构造方式 ,给

出了以线性矩阵不等式表述的与时滞相关的输出动

态反馈控制器的存在性判据与设计准则.仿真算例

证实了方法的灵活性与有效性.
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