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脉冲随机混合系统的稳定性与鲁棒稳定性分析
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摘  要: 针对一类在切换时刻具有脉冲行为的Markov 切换随机系统, 首先, 利用多 Lyapunov 函数的方法研究系统

的稳定性, 得到系统依概率稳定的充分条件, 该条件以线性矩阵不等式( LMI)的形式给出;然后, 进一步对系统的稳

定化以及鲁棒稳定性问题进行分析与设计,给出相应的状态反馈增益矩阵和脉冲增益矩阵的求解方法;最后, 数值算

例说明了所设计方法的有效性.
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1  引   言
  近年来,随机系统在实际生活中的应用趋于广

泛,特别是在控制与通信科学中尤为突出. 因此, 对

随机系统的研究已成为控制领域的一个热点[ 123] , 而

对它的稳定性分析, 一直是学者们关注的焦点,研究

方法主要在经典 Lyapunov 函数的基础上加以推

广
[ 4, 5]

. 作为随机系统中特殊的一类, Markov切换

随机系统由若干个具有 Wiener 过程扰动的子系统

与一个由Markov过程决定的切换律所组成. 对于

Markov切换系统的研究自 1960年开始, 也已成为

控制领域的一个热门课题,其中系统的可控性、稳定

性及稳定化等方面的研究已取得一定成果[ 628] . 与

Markov确定性切换系统相比, Markov切换随机系

统稳定性方面的研究仍处于起步阶段[ 9, 10] . 文献[ 9]

运用 Lyapunov 函数方法系统地研究了非线性

Markov切换随机系统解的存在唯一性和系统的指

数稳定性,并导入 M 矩阵方法,得到了几个若干稳

定性判别的充分条件. 文献 [ 10]则研究了非线性

Markov切换随机系统的均方指数稳定化问题.

  由于建模误差,模型中的不确定因素难以避免,

而不确定因素的存在往往使系统性能下降甚至导致

系统不稳定.关于不确定线性系统的鲁棒稳定性问

题, 许多学者进行了相关讨论, 主要方法是基于

Riccat i(型)方程或线性矩阵不等式 ( LMI) 进行研

究
[ 1 1, 12]

,但这些文献并未考虑随机噪声的影响.

另外,在物理、生物、工程与信息科学中,因为许

多实际的系统不可避免地存在着大量的脉冲动态行

为,即在动态过程中系统的状态在某些时刻发生突

然的变化,很多单纯的切换系统理论根本不适用或

者在应用中产生很大偏差,所以具有脉冲效应的动
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态系统的研究也日益成为众多研究者关心的问题之

一.对考虑脉冲效应的确定性系统的研究已有了一

些成果
[ 13215]

,但对于随机系统结合脉冲现象方面的

研究仍很少见.

  本文对于一类在切换时刻具有脉冲行为的

Markov切换随机系统的稳定性及鲁棒稳定性问题

进行研究.首先应用多 Lyapunov 函数的方法对系

统的稳定性进行了分析, 并给出了系统依概率稳定

的充分条件;然后, 在此基础上, 进一步运用线性矩

阵不等式( LMI)法研究系统的稳定化问题以及鲁棒

稳定性问题,同时给出了相应的状态反馈增益矩阵

和脉冲增益矩阵的求解方法.

2  问题描述与预备知识

  设( 8, F , {F t}t \ 0 , P ) 是一个带 R流{F t} t\ 0的完

全概率空间, {r ( t ) , t \ 0}为定义在( 8, F , {F t}t \ 0 ,

P ) 上取值于有限状态空间S = {1, 2, , , N}的连续

时间Markov过程, 其转移概率为

P{r( t+ $t ) = j | r( t) = i} =

Kij $t + o($ t) , i X j ;

1 + Kii$t + o( $t ) , i = j .

其中: $ t > 0, lim
$ t y 0

o( $t ) / $t = 0; Kij 表示从状态 i 转

移到状态 j 的转移速率,且对任意的 i, j ( i X j ) 满足

Kij \ 0, Kii = - Ej X i
Kij .

  考虑下列具有随机扰动的 Ito型Markov切换

系统:

dx( t) = Ar ( t) x( t )dt+ Br( t) u( t )dt +

    Cr ( t) x( t )dw( t) , r ( t
+
) = r ( t) ;

x( t+ ) = E r( t+ ) , r( t) x( t- ) +

    F r( t+ ) , r( t) u( t
-
) , r ( t

+
) X r ( t ) ;

x( t+0 ) = x0 .

( 1)

其中: x( t ) I R
n
是状态向量, u( t ) I R

m
是可控输

入, x ( t+ ) : = lim
h y 0+

x( t + h) , x( t- ) : = lim
h y 0+

x( t - h) ,

x( t
-
) = x( t) , w ( t) I R

m
是定义在( 8, F , {F t}t \ 0 ,

P ) 上的m维标准Wiener过程, r( t) = i表示子系统

{Ai , Bi , Ci}被激活, r( t) = i , r ( t
+
) = j , 表示在时

刻 t系统从第 i个子系统切换到第 j 个子系统.在切

换时刻 t, 存在式(1) 中的第 2个方程所描述的脉冲,

Ai , Bi , Ci , E j, i , F j , i ( i, j I {1, 2, , , N}) 为适当维数

的定常矩阵. 特别地, E i, j = In , F i, i = 0, i I {1, 2,

, , N}, 表示在同一个子系统之间切换是平稳的, 没

有出现脉冲.

  为了便于研究,本文对所要讨论的系统均作出

如下假设:

  假设 1 系统有唯一解.

  假设 2  w( t) 与 r( t) 互相独立,保证系统在每

个有界时间区间内切换有限次.

3  主要结论

3. 1  稳定性分析

  为叙述方便, 当 r( t ) = i , r( t+ ) = j 时, Ar( t) ,

Br( t) , Cr( t) , E r( t+ ) , r( t) , F r ( t+ ) , r ( t) 分别记为 Ai , Bi , Ci ,

E j, i , F j, i , i, j I {1, 2, , , N}. 为了研究系统(1) 的稳

定性,首先考虑其自治情况,即

dx( t) = Aix ( t )dt+ Cix ( t) dw( t) ,

 r ( t+ ) = r ( t) ;

x( t+ ) = E j , ix ( t- ) , r ( t+ ) X r ( t) ;

x( t+0 ) = x0 .

(2)

  令 C2, 1 (Rn @R+ @S; R+ ) 表示所有定义在 Rn @

R+ @S 上的所有非负函数且该函数关于x 连续二阶

可微,关于 t一阶可微.

  对系统(2) ,构造切换型 Lyapunov函数

V( x( t) , i) = x
T
( t )Pix ( t) . (3)

其中: V( x( t) , i) I C
2, 1

(R
n

@R+ @S; R+ ) , P i为正定

阵, 1 [ i [ N.对于 V( x( t) , i) ,定义如下算子:

LV( x ( t) , i) : =

Vx ( x( t ) , i ) (Aix ( t) ) +

2- 1 t r( (Cix ( t ) ) T Vxx ( x( t) , i)Cix ( t) ) +

E
N

j = 1
Kij (V( x( t ) , j ) .

其中

Vx( x ( t) , i) = (
5V(x( t ) , i )

5x1
, , ,

5V( x( t ) , i )
5x n

) ,

Vxx ( x( t ) , i ) = (
52 V(x ( t) , i)

5x l5x m
) n@n ,

l , m = 1, 2, , , n.

  为了设计系统的控制器, 先给出如下的定义及

引理.

  定义1[ 5]  称系统(2) 的解是依概率稳定的,如

果对 P s \ 0, E> 0,有 lim
x
0

y 0
P {sup

t> s
+ x

s, x
0 ( t) + > E}

= 0. x s, x
0 ( t ) 表示在时刻 s从点 x 0 出发的系统状态

的样本路径.

  引理 1(Schur 补)  下列 3个不等式等价:

  1)
A B

B
T

C
< 0;

  2) A < 0且 C- BTA- 1B < 0;

  3) C < 0且 A- BC- 1BT < 0.

  引理 2
[ 16]

 设M, N, G为适当维数的实矩阵,

且 G满足 GT G [ I ,则对任意的 L> 0,有

MGN + (MGN )
T

[ L
2
MM

T
+ L

- 2
N

T
N.

  引理3  若存在切换型Lyapunov函数(3) 满足

  1) LV( x( t) , i ) [ 0, r ( t+ ) = r( t) ,

556
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  2) EV( x( t
+
) , j ) [ EV( x( t) , i ) , r ( t

+
) X r ( t ) ,

则系统(2) 依概率稳定.

  证明  假设切换时刻为 t1 , t2 , , ,其中 t1 < t2

< , ,对 P k I N,在( tk- 1 , t k] 内,由广义 Ito公式,

有

EV(x( t k) , i k- 1) =

EV(x( t+k- 1) , ik- 1) + EQ
t
k

t+
k- 1

LV(x( s) , ik- 1)ds.

由引理 3条件 1) 可得

EV(x( t k) , i k- 1) [ EV(x( t+k- 1 ) , i k- 1) . ( 4)

  利用文献[5] 中的结果可知V(x( t) , ik- 1 ) 是上

鞅,根据上鞅不等式,对 P E1 > 0有

P{ sup
t+
k- 1

[ t [ t
k

V(x( t) , i k- 1) \ E1 } [

E- 1
1 EV(x ( t+k- 1) , i k- 1) . ( 5)

  另外,由式( 4) 结合引理 3条件 2) 有

EV(x( t
+
k- 1) , ik- 1 ) [ EV( x( tk- 1) , i k- 2) [

EV(x( t
+
k- 2) , ik- 2 ) [ , [ EV( x( t

+
0 ) , i0 ) =

EV(x0) = V( x0) . ( 6)

  结合式(5) , (6) , 可得

P{ sup
t+k- 1 [ t [ tk

V(x( t) , i k- 1) \ E1 } \

E- 1
1 EV(x0 ) = E- 1

1 V(x0) .

  考虑到 k的任意性,进一步有

P {sup
t \ 0

V(x( t) , i) ) \ E1 } [ E- 1
1 V( x0) . ( 7)

  根据 V的径向无界性,对 P E> 0必有 v E1 (E)

> 0,使得当 + x( t ) + \ E时, V( x( t ) , i ) \ E1 .又由

V的正定性与连续性可知,对 P E2 > 0,必有 v D(E2)

> 0, 使得当 + x0 + \ D时, E- 1
1 V( x0) [ E2 . 故对

P x0 , 当 + x0 + [ D 时, 式 (7) 等 价 于

P{sup
t\ 0

+ x( t) + \ E} [ E2 ,令 x0 y 0, 结果可证. t

  根据引理3,给出自治系统( 2) 依概率稳定的充

分条件.

  定理 1  对系统(2) , 若存在正定阵 P1 , P2 , ,

PN 满足

AT
i P i + P iAi + CT

i P iCi + E
N

j = 1
KijP j < 0, ( 8)

P j P jE T
j, i

E j, iP j P i
\ 0,

i, j = 1, 2, , , N , ( 9)

则系统(2) 依概率稳定.

  证明  对系统( 2) , 取切换型 Lyapunov 函数

(3) , 则有

LV(x( t) , i) =

xT ( t ) (A
T
i P i + PiAi + CT

i P iC i +

E
N

j = 1
Kij P j )x( t) , r ( t

+
) = r ( t) ;

EV( x( t
+
) , j ) - EV( x ( t) , i) =

E{x
T
( t) (E

T
j, iP jE j , i - Pi ) x( t ) }, r( t

+
) X r( t) .

由式(8) ,有 LV( x( t ) , i ) [ 0, 再由式(9) 结合引理

1, 有 E j, iP jE T
j , i - P i [ 0, 则 ET

j, iP jE j, i - P i [ 0, 故

EV(x( t+ ) , j ) [ EV( x( t) , i) .根据引理 3可知系统

(2) 依概率稳定. t

  在定理 1的基础上, 进一步考虑系统(1) 的稳

定化问题. 利用 LMI方法, 设计子系统的控制器确

保闭环系统依概率稳定,为此,取切换状态反馈控制

器为

u( t ) = Kix ( t) , r ( t+ ) = r( t) ;

u( t
-
) = L j, ix ( t

-
) , r( t

+
) X r( t) .

(10)

其中:Ki 是状态反馈增益矩阵, Lj, i 是脉冲控制增益

矩阵, i , j I {1, 2, , , N}.

  定理 2  对系统(1) ,若存在 Q> 0,正定阵 P1 ,

P 2 , , PN , 适当维数的矩阵 Y1, 1 , , , Y1, N , , , YN, N ,

满足

A
T
i P i + P iAi + 2QP iBiB

T
i P i +

CT
i P iCi + E

N

j= 1
KijP j < 0,

Pj P jE T
j, i + YT

j, iF T
j, i

E j, iP j + F j , iYj, i P i
\ 0,

i, j = 1, 2, , , N ,

则存在切换反馈控制器(10) 确保闭环系统依概率

稳定,且相应的切换反馈增益矩阵与脉冲控制增益

分别为

Ki = QB
T
i P i , Lj , i = Yj, iP

- 1
j ,

i, j = 1, 2, , , N . (11)

  证明  系统( 1) 加入控制器( 10) 后再将式

(11) 代入,仿照定理 1的证明易知结论成立. t

3. 2  鲁棒稳定性分析

  在上述基础上进一步将结果推广到不确定系

统,使子系统对所有可允许的不确定性也保持依概

率稳定.考虑如下系统:

dx( t ) = (Ai + $Ai ) x( t)dt + Biu ( t) dt +

    Cix ( t) dw( t) , r( t
+
) = r( t) ;

x ( t+ ) = (E j, i + $E j, i ) x ( t- ) +

    F j , iu( t- ) , r( t+ ) X r( t ) ;

x ( t+0 ) = x0 .

(12)

其中不确定参数阵有如下结构:

[ $Ai , $E j , i ] = HiGi [ Di ,Wj, i ] , (13)

557
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Hi , Di ,Wj, i 是具有适当维数的已知常数矩阵, Gi 是

未知矩阵且满足 GT
i Gi [ I, i , j = 1, 2, , , N .

  定理3  对系统(12) , 若存在Q> 0,正定阵P 1 ,

P2 , , PN ,适当维数的矩阵 Y1, 1 , , , Y1, N , , , YNN , 以

及正向量 L1 , , , LN , G1 , , , GN 满足

8 i 2QP iB i LiP iH i L
21
i D

T
i

2QBT
i P i - 2QI 0 0

LiH
T
i P i 0 - I 0

L- 1
i D i 0 0 - I

< 0, (14)

Pj P jET
j , i + YT

j , iF T
j , i 0 P jWT

j i

E j , iP j + F j , iYj , i P i G2
jH i 0

0 G2
jH T

i G2
j I 0

Wj , iP j 0 0 G2
j I

\ 0,

i, j = 1, 2, , , N , (15)

其中 8i = AT
i P i + PiAi + CT

i P iCi + E
N

j = 1
Kij P j , 则存在

切换状态反馈控制器( 10) 确保闭环系统依概率稳

定,且相应的切换状态反馈增益矩阵与脉冲控制增

益分别为

Ki = QBT
i P i , Lj, i = Yj , iP- 1

j , i, j = 1, 2, , , N.

证明  由引理 1,式( 14) 等价于

AT
i P i + PiAi + 2QP iB iBT

i P i + CT
i P iCi +

E
N

j = 1
KijP j + L2iP iH iH T

i P i + L- 2
i D T

i D i < 0.

又由引理 2结合式( 13) , 可得

(Ai + $Ai )
T
Pi + P i (Ai + $Ai ) +

2QP iB iBT
i P i + CT

i P iCi + E
N

j = 1
KijP j < 0.

另外,式( 15) 等价于

- P j - P jE
T
j, i - Y

T
j , iF

T
j, i

- E j, iP j - Fj , iYj, i - Pi

0 - G2j H T
i

- Wj , iP j 0

y

z

0 - P jW
T
j , i

- G2jH i 0

- G
2
j I 0

0 - G2j I

[ 0. (16)

由引理 1可知式(16) 等价于

- P j - PjE T
j, i - YT

j , iF T
j, i

- E j, iP j - F j, iYj , i - P i
+

G2j
0

Hi
[0  H T

i ] +

G
- 2
j

- PjW
T
j , i

0
[- Wj , iP j  0] [ 0.

又由引理 2结合式( 13) , 得到

Pj
P j (E j , i + $E j, i ) T +

Y
T
j , iF

T
j, i

(E j, i + $E j , i )P j +

F j, iYj, i
P i

\ 0.

由定理 2知闭环系统依概率稳定, 且 Ki = QBT
i P i ,

L j, i = Yj, iP - 1
j , i , j = 1, 2, , , N . t

4  数值例子

  考虑一个二维二模态具有Markov切换的脉冲

随机微分系统

dx( t) = ( Ai + $Ai ) x( t )dt+ Biu ( t) dt +

    Cix ( t) dw( t) , r( t+ ) = r( t ) ;

x( t
+
) = (E j, i + $E j , i ) x( t

-
) +

    F j, iu( t- ) , r ( t+ ) X r ( t ) .

[ $Ai , $E j , i ] = HiGi [ Di ,Wj, i ] .

其中Markov过程由算子 0 = (Kij ) ( i, j I {1, 2}) 给

出

A1 =
- 9. 3 - 1

0 - 11
, A2 =

- 10 0

1 - 10
,

B2 =
0. 9 0

0 1. 1
,

B1 = I2 , C1 = C2 = 2I 2 ,

H1 = 0. 1I 2 , H2 = 0, 1I 2 ,

0 =
- 3 3

2 - 2
, F 21 =

- 1. 1 0

0 1
,

F 12 = I2 , E12 = 2I 2 ,

E21 = I2 ,W12 = 0. 3I 2 ,

W21 = - 0. 3I 2 , Q= 1,

L1 = L2 = 0. 5, G1 = G2 = 0. 1.

  由Matlab的 LMI工具箱计算可得

P 1 =
0. 045 8 0. 000 2

0. 000 2 0. 046 9
,

P 2 =
0. 045 1 - 0. 000 3

- 0. 000 3 0. 045 4
,

Y12 =
- 0. 091 5 - 0. 000 5

- 0. 000 5 - 0. 095 7
,

Y21 =
0. 041 0 - 0. 000 3

- 0. 000 3 0. 045 4
.

  相应的状态反馈增益矩阵与脉冲控制增益为

K1 =
0. 045 8 0. 000 2

0. 000 2 0. 046 9
,

K2 =
0. 040 5 - 0. 000 3

- 0. 000 3 0. 050 0
,

L12 =
66. 589 0 0. 421 6

0. 421 6 66. 036 2
,

L21 =
87. 420 9 - 0. 451 2

- 0. 451 2 85. 370 2
.
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  综上,整个不确定脉冲混合系统在定义 1的意

义下是依概率稳定的,从而控制方法是有效的.

5  结   论

  本文针对切换时刻具有脉冲行为、切换律由

Markov过程决定的一类切换随机系统, 主要利用

多 Lyapunov函数法及 LMI法研究其随机稳定性.

进一步分析了系统的稳定化以及鲁棒稳定性问题,

同时设计脉冲子系统的控制器, 使整个系统依概率

稳定.本文的研究工作可进一步推广到时滞、非线性

等更为一般的系统.
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