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摘　要 :首先提出了灰色随机线性时滞系统及其渐近稳定性的概念 ;然后 ,利用矩阵理论和随机微分时滞方程解的渐

近收敛定理及李雅普诺夫函数 ,研究了灰色随机线性时滞系统的渐近稳定性 ,得到了随机渐近稳定的几个充分性条

件 ;最后 ,通过数值例子说明了所得结果在实际应用中的方便性和有效性.
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Abstract : The concept s for grey stochastic linear delay systems and it s asymptotic stability are proposed , and the

asymptotic stability of grey stochastic linear delay systems is investigated by applying the theory of matrices and the

asymptotic convergence theorem for stochastic differential delay equations and const ructing the Lyapunov functions.

Several sufficient conditions for stochastic asymptotic stabilities are obtained. Finally , a numerical example shows the

convenience and effectiveness of the proposed sufficient conditions.

Key words : Grey ; Stochastic linear delay systems ; Asymptotic stability ; Lyapunov function ; Interval grey matrices

1　引　　言
　　自从 1951年伊藤引入随机积分以来 ,随机系统

的稳定性理论得到了迅速发展 ,特别是在用李雅普

诺夫方法研究随机系统的稳定性方面更是如此[123 ] .

近 10多年来 ,有关不确定随机时滞系统的稳定性研

究 ,已逐渐成为人们研究的热点 ,并取得了许多成

果[429 ] . 但与确定性随机微分系统的研究相比 ,不确

定随机时滞系统的稳定性研究还很不完善.例如 ,对

于时滞不确定随机系统的渐近稳定性问题 ,很少有

相关的研究成果 ;而对于灰色随机时滞系统的渐近

稳定性问题 ,甚至还没有任何结果. 因此 ,本文以文

献[ 10 ]所提出的确定性随机微分时滞方程的定理为

理论基础 ,研究灰色随机线性时滞系统的渐近稳定

性问题.

2　系统描述

　　首先给出符号说明.设 h > 0 , C( [ - h ,0 ] ; Rn)

表示连续函数φ: [ - h ,0 ] → Rn 的全体. 令 (Ω, F ,

{ Ft } t≥0 , P) 表示一个具有σ流{ Ft } t≥0满足通常条件

(如右连续性和 F0 包含所有 P零测集) 的完备概率

空间. C2
F0

( [ - h ,0 ] ; Rn) 表示 F0 可测的取值于

C( [ - h ,0 ] ; Rn) 上的随机变量ξ= {ξ( t) : - h ≤t ≤

0} 的全体 ,且 sup
- h≤t≤0

E|ξ( t) | 2 < ∞. R+ = { t : t ≥0} ,

C2 ,1 ( Rn ×R+ ; R+ ) 表示定义在 Rn ×R+ 上且除 x =

0外 ,几乎处处关于 x ( x ∈Rn) 二次连续可微和关于

t ( t ∈R+ ) 一次连续可微的非负函数 V ( x , t) 的类.

C( Rn ×R+ ) 表示连续函数 w : Rn → R+ 的全体 ;

L 1 ( R+ ; R+ ) 表示满足∫
∞

0
κ( t) d t < ∞的函数κ: R+ →

R+ 的全体. 此外 ,用 A T 表示矩阵 (或向量) A 的转

置 ;λmax (·) , t r (·) , ‖·‖2和 |·| 分别表示矩阵的最

大特征值 ,迹 ,22范数和 R n 上的 22范数 ;0 Μ A , B

Μ A , A ≤0 ( < 0) , A ≤B ( < B) 依次表示矩阵 A是

非负矩阵 ,0 ΜA - B , A是半负定 (负定) 矩阵和 A -
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B ≤0 ( < 0) .

考虑 n维随机线性时滞系统

d x ( t) =

[ A x ( t) + B x ( t - h) ]d t +

∑
m

k = 1
[ Ck x ( t) + Dk x ( t - h) ]dW k ( t) ,

x ( t) =ξ( t) , t ∈[ - h ,0 ].

(1)

其中 : h为时滞常数 ; x ( t) ∈Rn ;矩阵 A , B , Ck 和 D k

均为 n 阶方阵 ; 向量 W ( t) = [ W 1 ( t) , W 2 ( t) , ⋯,

W m ( t) ]T 是定义在完备概率空间 (Ω, F , { Ft } t≥0 , P)

上的 m维Brown运动 , W k ( t) ( k = 1 ,2 , ⋯, m) 是一

维 Brown 运动. 另外 ,在初始条件 x ( t) =ξ( t) ∈

C2
F0

( [ - h ,0 ] ; Rn) 下 ,方程 (1) 的解记为 x ( t ;ξ) ,并

且相应于初始值ξ( t) = 0 ,平凡解 x ( t ;0) ≡0 .

定义 1　如果系统 (1) 的矩阵 A , B , Ck , Dk中至

少有一个是区间灰矩阵 ,则称此系统为区间灰色随

机线性时滞系统.

为避免不必要的复杂运算和表示形式 ,本文研

究 m = 1时的灰色随机线性时滞系统 ,即

d x ( t) = [ A ( á ) x ( t) + B ( á ) x ( t - h) ]d t +

　　　　[ C( á ) x ( t) + D ( á ) x ( t - h) ]dW ( t) ,

x ( t) =ξ( t) , t ∈[ - h ,0 ].

(2)

其中 :区间灰矩阵 A ( á ) , B ( á ) , C( á ) , D ( á ) 的

上下界矩阵分别为 : �A与A , �B与B , �C与C和 �D与D .

定义 2　如果对于区间灰矩阵 A ( á ) , B ( á ) ,

C( á ) , D ( á ) 的任意白化矩阵 A ( á
～

) , B ( á
～

) ,

C( á
～

) 和 D ( á
～

) ,都使白化后的系统 (2) 是随机渐近

稳定的 ,则称系统 (2) 是随机渐近稳定的.

引理1[4 ] 　对于任意向量 x , y ∈Rn及正实数ε,

有

2 x T y ≤εx T x +ε- 1 yT y.

　　引理2　设 A ( á ) = ( á ij ) n×m为任一区间灰矩

阵 ,其灰元素 á ij ∈[ aij , �aij ] ,则 A ( á ) 可表示为

A ( á ) = A + Aγ.

其中 : A = ( aij ) n×m , Aγ = ( gijγij ) n×m , gij = �aij - aij

≥0为白数 ,γij ∈[0 ,1 ]为灰数单位 ,而且 0 ΜAγ Μ
�A - A , �A = ( �aij ) .

引理 3　对于系统 (1) ,如果存在非负函数 V ∈

C2 ,1 ( Rn ×R+ ; R+ ) ,κ ∈ L 1 ( R+ ; R+ ) 和 w1 , w2 ∈

C( Rn ; R+ ) ,使得

L V ( x , y , t) ≤κ( t) - w1 ( x) + w2 ( y) . (3)

其中 : ( x , y , t) ∈ Rn ×Rn ×R+ , w1 ( x) > w2 ( x) ,

Π x ≠0 ,而且 lim
| x| →∞

inf
0≤t < ∞

V ( x , t) = ∞. 则对于任意

初始条件ξ∈C2
F0

( [ - h ,0 ] ; Rn) 有

lim
t→∞

x ( t ;ξ) = 0　a. s.

即系统 (1) 是随机渐近稳定的.

LV为 Rn ×Rn ×R+ →R上的弱无穷小算子 ,即

对于任意的 V ∈C2 ,1 ( Rn ×R+ ; R+ ) ,有

L V ( x , y , t) =

V t ( x , t) + V x ( x , t) f ( x , y , t) +

1
2 ∑

m

k = 1
t r[ gT

k ( x , y , t) V xx ( x , t) gk ( x , y , t) ].

其中 :V t ( x , t) ,V x ( x , t) 及V xx ( x , t) 分别是关于 t和

x的一阶和二阶偏导 ; f ( x , y , t) = A x + B y ; gk ( x ,

y , t) = Ck x + Dk y .

引理 3 的结论可由文献 [10 ] 中的推论 3 . 1 得

证.

3　主要结果
　　定理 1　对于系统 (2) ,若存在正定对称矩阵 Q

和正常数εi ( i = 1 ,2 , ⋯,6) ,满足 M + N < 0 ,则对

于任意的初始条件ξ∈C2
F0

( [ - h ,0 ] ; Rn) 有

lim
t→∞

x ( t ;ξ) = 0　a. s. (4)

即系统 (2) 是随机渐近稳定的.其中

M =

QA + A T Q + (ε1 +ε2 ) Q +ε- 1
1 λmax ( Q) ×

‖�A - A ‖2
2 In + (1 +ε4 ) (1 +ε5 ) CT QC +

(1 +ε- 1
4 ) (1 +ε5 )λmax ( Q) ‖�C - C‖2

2 In ,

N =

ε- 1
2 (1 +ε- 1

3 )λmax ( Q) ‖�B - B ‖2
2 In +ε- 1

2 ×

(1 +ε3 ) B T QB + (1 +ε- 1
5 ) (1 +ε6 ) DT QD +

(1 +ε- 1
5 ) (1 +ε- 1

6 )λmax ( Q) ‖�D - D‖2
2 In ,

这里 In 为单位矩阵.

证明 　对任意给定的ξ∈C2
F0

( [ - h ,0 ] ; Rn) ,

记方程 (2) 的解 x ( t ;ξ) = x ( t) = x , x ( t - h) = y.

取 L yap unov函数 V ( x) = x T Qx , Q为正定对称矩

阵.则对于系统 (2) 中的区间灰矩阵 A ( á ) , B ( á ) ,

C( á ) 和 D ( á ) 的任意白化矩阵 A ( á
～

) , B ( á
～

) ,

C( á
～

) 和 D ( á
～

) ,有

L V ( x , y , t) =

2 x T Q( A ( á
～

) x + B ( á
～

) y) + ( C( á
～

) x +

D ( á
～

) y) T Q( C( á
～

) x + D ( á
～

) y) =

2 x T QA ( á
～

) x + 2 x T QB ( á
～

) y +

x T CT ( á
～

) QC ( á
～

) x + x T CT ( á
～

) QD ( á
～

) y +

y T DT ( á
～

) QC ( á
～

) x + yT DT ( á
～

) QD ( á
～

) y.

　　而由引理 2可知 , A ( á
～

) = A + A�γ , B ( á
～

) = B

+ B�γ , C( á
～

) = C + C�γ , D ( á
～

) = D + D�γ ,再结合引
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理 1可得

2 x T QA ( á
～

) x = x T ( QA + A T Q) x + 2 x T QA �γx ,

2 x T QA �γx ≤ε1 x T Qx +ε- 1
1 x T A T

�γQA �γx ,

2 x T QB ( á
～

) y ≤

ε2 x T Qx +ε- 1
2 yT B T ( á

～

) QB ( á
～

) y ,

yT B T ( á
～

) QB ( á
～

) y =

yT B T QB y + 2 yT B T QB �γy + yT B T
�γQB �γy ,

2 y T B T QB �γy ≤ε3 y T B T QB y +ε- 1
3 yT B T

�γQB �γy ,

x T CT ( á
～

) QC ( á
～

) x =

x T CT QCx + 2 x T CT QC�γx + x T CT
�γQC�γx ,

2 x T CT QC�γx ≤ε4 x T CT QCx +ε- 1
4 x T CT

�γQC�γx ,

2 x T CT ( á
～

) QD ( á
～

) y ≤

ε5 x T CT ( á
～

) QC ( á
～

) x +ε- 1
5 y T DT ( á

～

) QD ( á
～

) y ,

yT DT ( á
～

) QD ( á
～

) y =

yT DT QD y + 2 y T DQD �γy + yT DT
�γQD �γy ,

2 y T DT QD�γy ≤ε6 yT DT QD y +ε- 1
6 yT DT

�γQD �γy .

　　又因为 0 Μ A T
�γA �γ Μ ( �A - A) T ( �A - A) ,且

A T
�γA �γ和 ( �A - A) T ( �A - A) 都是非负对称半正定矩

阵 ,所以易证 ‖A�γ‖2
2 ≤‖�A - A ‖2

2 ,进而有

x T A T
�γQA �γx ≤λmax ( Q) ‖�A - A ‖2

2 x T x.

类似地有

y T B T
�γQB �γy ≤λmax ( Q) ‖�B - B ‖2

2 y T y ,

x T CT
�γQC�γx ≤λmax ( Q) ‖�C - C‖2

2 x T x ,

y T DT
�γQD�γy ≤λmax ( Q) ‖�D - D‖2

2 y T y.

　　将上述式子进行整理 ,得

L V ( x , y , t) ≤x T Mx + y T N y =

- w1 ( x) + w2 ( y) ,

且易知 w1 ( x) > w2 ( x) > 0 , x ≠0 ; lim
| x| →∞

inf
0≤t < ∞

V ( x ,

t) = ∞. 故由引理 3可知系统 (2) 是随机渐近稳定

的. □

在定理 1的证明过程中 ,如果利用柯西不等式

将 x T A T
γQAγx 变形为

x T A T
�γQA �γx ≤λmax ( Q) t r ( GT

a Ga) x T x ,

这里 Ga = ( gij ) n×n = �A - A . 而且 ,对其他项也作类

似处理 ,则可得以下定理 :

定理 2　对于系统 (2) ,若存在正定对称矩阵 Q

及正常数εi ( i = 1 ,2 , ⋯,6) ,满足 K + L < 0 ,则系统

(2) 是随机渐近稳定的.其中

K = QA + A T Q + (ε1 +ε2 ) Q +

[ε- 1
1 λmax ( Q) t r ( GT

a Ga) +

(1 +ε4 ) (1 +ε5 )λmax ( Q) t r ( CT C) +

(1 +ε- 1
4 ) (1 +ε5 )λmax ( Q) t r ( GT

c Gc) ] In ,

L = [ε- 1
2 (1 +ε- 1

3 )λmax ( Q) t r ( GT
b Gb) +

ε- 1
2 (1 +ε3 )λmax ( Q) t r ( B T B) +

(1 +ε- 1
5 ) (1 +ε6 ) t r ( DT D)λmax ( Q) +

(1 +ε- 1
5 ) (1 +ε- 1

6 )λmax ( Q) t r ( GT
d Gd ) ] In .

这里 : In为单位矩阵 , Gb = �B - B , Gc = �C - C , Gd =

�D - D.

注 1　定理 2中的矩阵 Ga , Gb , Gc , Gd ,实际上可

称为系统 (2) 的绝对灰度矩阵 (或扰动误差区间长

度矩阵) .因此若系统 (2) 的绝对灰度矩阵满足定理

2的条件 ,则系统 (2) 在概率意义下是鲁棒稳定的.

注 2　定理 2中的 t r ( GT
i Gi ) ( i = a , b , c , d) ,可

称为系统 (2) 的绝对灰度的平方和 ,若

�Gi = t r ( Gi Gi ) / n2 , i = a , b , c , d ,

则称 �Gi 为系统 (2) 的绝对灰度的平方平均数.如果

用 n2 �G2
i 替代定理 2中的 t r ( GT

i Gi ) ,并且系统 (2) 的

绝对灰度的平方平均数满足定理 2 的条件 ,则系统

(2) 在概率意义下是鲁棒稳定的.

为给出下面的定理 3 ,现设系统 (2) 中的区间灰

矩阵 B ( á ) = ( á b
ij ) n×n , á b

ij ∈ [ bij ,�bij ].记 mb
ij =

max{ | bij | , | �bij | } , Mb = ( mb
ij ) n×n ,则对于 á b

ij 的任

一白化值 á
～

b
ij ,都有 | á

～
b
ij | ≤mb

ij ;而且利用柯西不等

式也可证明 ,对于任意的 y ∈Rn和 n阶正定矩阵Q ,

都有

yT B T ( á
～

) QB ( á
～

) y ≤λmax ( Q) t r ( M T
b M b) yT y.

(5)

　　同样 ,与 C( á ) 和 D ( á ) 分别相对应的类似于

Mb的矩阵分别记为M c和M d ,而且它们也有类似于

式 (5) 的不等式. 于是 ,仿照定理 1 的证明方法 ,可

得以下定理 :

定理 3　对于系统 (2) ,若存在正定对称矩阵 Q

及正常数εi ( i = 1 ,2 ,3) ,满足

QA + A T Q + (ε1 +ε2 ) Q +

ε- 1
1 λmax ( Q) ‖�A - A ‖2

2 In +

[ (1 +ε2 )λmax ( Q) t r ( M T
c M c) +

ε- 1
2 λmax ( Q) t r ( M T

b M b) +

(1 +ε- 1
3 )λmax ( Q) t r ( M T

d M d ) ] In < 0 ,

则系统 (2) 是随机渐近稳定的.

注 3　3个定理中的判据条件都是时滞独立的 ,

不包含时滞信息 ,这会使判据条件有一定的保守性 ,

但它们所包含的多个自由参数εi 又会削弱其保守

性.同时 ,由于获取方法的差异 ,而使得它们之间又

具有不同的保守性.其一 ,定理 2是在定理 1的证明

过程基础上对其中的不等式又进一步放大后得到

的 ,所以它的判据比定理 1的判据有较强的保守性 ;
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其二 ,扰动误差区间的长度一般较小 ,所以 ,虽然定

理 2的判据中形如 t r ( B T B) 的一些值一般与定理 3

的判据中形如 t r ( M T
b M b) 的值差别不大 ,但定理 2除

了较定理 3在其证明过程中有较多的不等式放大过

程外 ,其判据中还有较多的正值项 t r ( GT
i Gi ) ( i = a ,

b , c , d) ,因此 ,定理 2的判据一般要比定理 3的判据

有较强的保守性 ;其三 ,虽然定理 3和定理 1的证明

过程中都有两步不等式放大过程 ,但定理 3 的判据

中却有较少的自由参数 , 而且其判据中形如

t r ( M T
b M b) 的一些值通常也较大 ,另外 ,定理 1 的判

据中虽有较多的扰动误差矩阵的范数项 ,但一般较

小.所以定理 3比定理 1中的判据有较强的保守性.

上述分析结果在后面的实例中将得到验证.

注 4　就定理 1中的判别矩阵 M + N 而言 ,在

实际应用中 ,当系统 (2) 给定时 , M + N 的负定与

否 ,主要取决于其中εi的选取问题 (因为判别矩阵中

的每项中都含有一个正定矩阵 Q ,可忽略其影响) ,

而此问题可看作是 M + N关于εi的多元非线性函数

矩阵的负定问题.因为该问题具有多元非线性特性 ,

所以不易有效地获取一组εi值.但可通过编程 ,让计

算机搜索一组使判断矩阵 M + N 负定且具有较快

收敛性的εi 值.在 Matlab Editor/ Debugger 工具环

境里 ,编制这样的程序是很容易的.在后面的数值例

子里面 ,其中的一组值就是按这种方式选取的.

4　数值例子
　　考虑一个二维的灰色伊藤随机线性时滞系统.

其中 : A ( á ) , B ( á ) , C( á ) 和 D ( á ) 的上下界矩阵

分别为

A =
- 3 . 87 0 . 505

0 . 276 5 - 3 . 76
,

�A =
- 3 . 548 0 . 796

0 . 561 5 - 3 . 42
;

B =
- 0 . 738 0 . 215

0 . 236 - 0 . 667
,

�B =
- 0 . 519 0 . 368

0 . 369 - 0 . 441
;

C =
0 . 386 - 0 . 113

- 0 . 103 - 0 . 325
,

�C =
0 . 568 0

- 0 . 091 - 0 . 149
;

D =
- 0 . 267 - 0 . 169

0 . 212 - 0 . 312
,

�D =
- 0 . 14 - 0 . 064

0 . 328 - 0 . 192
.

　　在 Matlab Editor/ Debugger 环境中编程后 ,再

进行相关运算得到的有关数值结果如表 1所示.

表 1　判据的有效性和保守性的数值分析表

定理中判

别阵小于

εi

1 0 . 5 0 . 1
优选随机值

定理 1 - 2 . 313 9 I2 - 1 . 499 5 I2 正定阵 - 2 . 559 3 I2

定理 2 非正负定阵 正定阵 正定阵 - 0 . 224 8 I2

定理 3 - 1 . 683 5 I2 - 0 . 960 1 I2 正定阵 - 1 . 842 5 I2

　　表 1中的“优选随机值”是指按照注 4中εi ( i =

1 ,2 , ⋯,6) 的选取思想方法 ,通过编程让计算机搜

索筛选而获取的使判定矩阵收敛性较优的一组εi

值.如 ,使定理 1的判别矩阵 < - 2 . 559 3 I2 的一组

εi 优选随机值是ε = (0 . 612 0 ,0 . 925 2 ,0 . 685 8 ,

0 . 692 5 ,0 . 839 9 ,0 . 837 7) .由表 1可知 ,由定理 1～

定理 3的判据均表明该系统是渐近稳定的 ,同时 ,也

验证了注 3对这 3个判据的保守性强弱的分析结果

是正确的.

5　结 　　论
　　作为对灰色随机线性时滞系统的渐近稳定性问

题的初步探讨 ,本文给出了几个充分性判据.该判据

在实际应用中简单方便 ,只需借助区间灰矩阵的上

下界矩阵并进行一些简单运算 ,便能利用该判据判

断系统的渐近稳定性.该特点及结论的正确性通过

算例得到了验证.
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