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二值 probit回归模型的坍缩变分贝叶斯推断算法
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摘　要 : 给出了二值 probit 回归模型的坍缩变分贝叶斯推断算法.此算法比变分贝叶斯推断算法能更逼近对数边缘

似然 ,得到更精确的模型参数后验期望值.如果两个算法得到的分类错误一致 ,则该算法的迭代次数较变分法明显减

少.仿真实验结果验证了所提出算法的有效性.
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Abstract : A collapsed variational Bayesian inference algorithm for binary probit regression model is p roposed. The

algorithm is a better approximation of the alogrithm of the marginal likelihood than standard variational Bayesian

inference algorithm. It also can achieve more accurate posterior expectation of model parameters than the lat ter. If the

classification error rates of two algorithms are close , the iteration number of the proposed algorithm is siginificantly

decreased. Simulation experiment s show the effectiveness of the algorithm.
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1　引　　言
　　二值 probit 回归模型作为一个标准的回归与

分类算法 ,在统计决策、模式识别与数据挖掘中有着

广泛的应用.此模型单就分类精度而言 ,一般比支持

向量机等先进算法要差 ,但实现简单 ,容易理解 ,且

对分类结果的不确定性可用概率度量[1 ] .在对此非

线性回归模型进行参数估计时 ,采用最大似然估计

可能导致模型和概率估计产生偏差 ,故常应用贝叶

斯方法 ,对模型参数赋予适当的先验分布.利用马尔

可夫链蒙特卡罗 (MCMC)推断此贝叶斯模型参数 ,

虽可能得到参数的逼近无偏估计[2 ] ,但面临的主要

问题是 :1)需进行大量抽样 ,特别在高维数据情况下

进行多变量高斯分布抽样的计算量较大 ;2)难以决

定马尔可夫链何时收敛.因此利用变分贝叶斯推断

算法 (VB)可加快参数的逼近推断速度[3 ] .但变分贝

叶斯算法可能收敛到局部最优.文献[ 4 ]比较了应用

上述两种方法对二值 p robit 回归模型求解参数后

验分布的差异.在某些情况下 ,变分法得到的参数分

布与真正的参数分布相差很大 ,而 MCMC则能得

到较好的逼近结果.所以在进行实际的贝叶斯推断

时 ,应对变分法作深入地研究与测试 ,才能将其作为

可靠的计算工具.

本文利用坍缩变分贝叶斯算法 ( CVB)推断模

型参数 ,尽量消除由于模型隐变量相关而导致的逼

近误差 ,取得更精确的推断结果.在几个模拟和真实

的数据集上的实验结果显示了该方法的有效性.

2　二值 probit回归模型

　　已知 N个 p维样本数据 x i ∈R p (在本文中为行

矢量) 及二值随机变量 y i ,1 ≤ i ≤N .引进 N 个辅

助变量 z i ,有
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y i =
1 , z i > 0 ;

0 , 其他.
(1)

　　模型的层次先验分布为

z i = x iθ+εi ,εi ～ N (0 ,1) ,θ～ N (0 ,V ) ,

其中θ为 p 维回归系数列矢量 ,服从均值为 0 ,协方

差矩阵为 V 的多变量高斯分布.显然 ,在给定θ的情

况下 , y i 为独立贝努利随机变量 ,且

p ( y i = 1 | z i ) =Φ( z i ) , (2)

其中Φ表示均值为 0 ,方差为 1的标准正态分布累积

分布函数.对于此模型 ,容易得到 Gibbs抽样方法.θ

的全条件分布为

θ| z～ N ( M ,Λ) , (3)

M =ΛX T z ,Λ = (V - 1 + X T X) - 1 ,

其中 X为 N 个样本组成的 N ×p维观测数据矩阵.

每个辅助变量 z i 的全条件分布为

z i |θ, x i , y i ∝
N ( x iθ,1) I ( z i > 0) , y i = 1 ;

N ( x iθ,1) I ( z i ≤0) , 其他.

(4)

其中 I () 为指示函数 ,括号里的条件满足则为 1 ,否

则为 0 .实际上 z i 服从截断标准正态分布 ,当 y i 为 1

时 , z i 在标准正态分布 0处左截断 ;当 y i 为 0 时 , z i

在标准正态分布 0处右截断.

3　变分贝叶斯推断算法
　　设在贝叶斯层次模型中所有超参数集为ζ,所

有中间隐变量集为η,观测变量为 X ,变分推断方法

就是力图找到一个具有因子分解形式的 Q(η) 逼近

后验分布 p (η| X ,ζ) .因此 ,最小化 Q(η) 和 p (η| X ,

ζ) 的 Kullback2Leibler散度目标函数为

D ( Q(η) ) | | p (η| X ,ζ) =

EQ [lnQ] - EQ [ln p (η| X ,ζ) ] + ln p ( X |ζ) .

　　应用 J ensen不等式 ,最大化对数边缘似然的下

界 L ( Q ,ζ) ,得

ln p ( X |ζ) ≥L [ Q ,ζ] =

EQ [ ln p (η| X ,ζ) ] - EQ [ln Q] ,

进而可得到后验 p (η| X ,ζ) 的逼近分布 Q(η) .

对于二值 probit 回归模型 ,设 D ∶= { x1 , ⋯,

x N , y1 , ⋯, y N ,V } ,其目标函数为
L ( D) =

∫z∫θQ ( z ,θ) ×

ln

p(θ| 0 ,V ) { ∏
N

i = 1
p ( z i | x iθ,1) } ∏

N

i = 1
p ( y i | z i )

Q( z ,θ)
d zdθ.

　　假定中间变量θ与 z i 独立 ,得

Q( z ,θ) = (∏
N

i = 1
Q( z i ) ) Q(θ) =

(∏
N

i = 1
Q( z i | �ui ,�σ2

i ) ) Q(θ| �M , �Λ) .

则目标函数为

L ( D) = EQ [ln p (θ| 0 ,V ) ] +

∑
N

i = 1
EQ [ ln p ( z i | x iθ,1) ] +

∑
N

i = 1

EQ [ ln p ( y i | z i ) ] - EQ [ln Q]. (5)

　　最大化此目标函数 ,可分别对θ和 z i 求导 ,得

Q( z i | �μi ,�σ2
i ) ∝

N ( �μi ,�σ2
i ) I ( z i > 0) , y i = 1 ;

N ( �μ,�σ2
i ) I ( z i < 0) , 其他 ;

�μi = x i〈θ〉, �σ2
i = 1 .

其中〈θ〉为θ的变分逼近期望值 EQ (θ) .而 z i的变分

逼近期望值则为

〈z i〉=

�μi + �σiΨ( - �μi / �σi ) /Φ( �μi / �σi ) ,

　　y i = 1 ;

�μi - �σiΨ( - �μi / �σi ) /Φ( - �μi / �σi ) ,

　　其他.

(6)

其中Ψ() 表示均值为0 ,方差为1的标准正态分布概

率密度函数.

因为

Q(θ| �M , �Λ) ∝ N ( �M , �Λ) ,

�M = �ΛX T〈z〉, �Λ = (V - 1 + X T X) - 1 ,

故θ的变分逼近期望值为

〈θ〉= �ΛX T〈z〉. (7)

　　此模型各中间变量的先验与后验分布构成共

轭指数对 ,因此也可根据 MCMC抽样式 (3) 和 (4)

直接得到式 (6) 和 (7) .迭代执行式 (6) 和 (7) ,直至

目标函数 (5) 不再增加或迭代停止条件满足.

文献[4 ]发现 ,应用上述变分贝叶斯算法求得

此模型的后验参数非常不精确 ,且在迭代过程中参

数取值变化区间小 ,限制了变分贝叶斯算法得到更

精确的参数估计值. 其原因是 :1) 此算法实际上有

“迫零”特性 ,强调逼近模型分布的拖尾部分 ,因而

趋向低估参数的方差[5 ] ;2)θ与 z i在二值probit回归

模型中是高度相互依赖的 ,而 VB 方法忽略了这些

依赖关系 ,致使目标函数不能非常紧地逼近对数边

缘似然.原因 1) 是变分法性质所决定的 ,无法克服 ;

但对于原因 2) ,则可得到更紧的逼近.

4　坍缩变分贝叶斯推断算法
　　下面对二值 p robit 回归模型推导出一种新的

VB算法 ,以更紧地逼近对数边缘似然目标函数.假

定各 z i相互独立 ,但 z i与θ则相互依赖.首先对θ积

分 ,即对 z i 求边缘概率密度函数 ,再对 z i 求变分推

断参数. 文献 [6 ] 称这种将部分隐变量首先积分再

进行变分推断的方法为坍缩变分贝叶斯 (CVB) 推
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断 , 并应用于文本主题聚类的 LDA (Latent

Dirichlet Allocation) 模型 ,取得了较变分贝叶斯推

断更理想的结果.

z的边缘分布为

p ( z | V , x) =∫θp ( z |θ, X) p (θ| V ) dθ=

∫θ(2π) - N/ 2 ×exp [ - ( z - Xθ) T ( z -

Xθ) / 2 ] ×(2π) - D/ 2 ×| V | - 1/ 2 ×

exp [ - (θT V - 1θ) / 2 ]dθ=

(2π) - ( N + D) / 2 ×| V | - 1/ 2 ×∫θexp{ - [ z T z +

θT ( X T X + V - 1 )θ- z T Xθ - θT X T z ]/ 2} dθ.

　　若Λ = ( X T X + V - 1 ) - 1 ,则上式中

p ( z | V , X) =

(2π) - ( N + D) / 2 ×| V | - 1/ 2 ×∫θexp{ - [ z T z -

z T XΛX T z + (θ- ΛX T z) TΛ- 1 (θ-

ΛX T z) ]/ 2} dθ=

(2π) - N/ 2 ×| I p + V X T X | - 1/ 2 ×

exp{ - [ z T ( I N - XΛX T ) z ]/ 2} ,

其中 I p表示 p ×p维单位矩阵.若 H = I N - XΛX T ,

则

p ( z | V , X) = (2π) - N/ 2 ×| I p + V X T X | - 1/ 2 ×

exp [ - ( z T Hz ) / 2 ].

因此目标函数为

L CVB ( D) =

∫z Q ( z) ln
p ( z | V , X) ∏

N

i = 1
p ( y i | z i )

Q( z)
d z . (8)

　　因为 CVB较 VB对变分后验的假设条件更弱 ,

故

L VB ( D) ≤L CVB ( D) ,

CVB比 VB能得到更好的逼近下界.对每个 z i 最大

化目标函数 ,即对 z i 求导 ,由此可得

Q( z i | μ̂i ,σ̂2
i ) ∝

N (μ̂i ,σ̂2
i ) I ( z i > 0) , y i = 1 ;

N (μ̂i ,σ̂2
i ) I ( z i < 0) , 其他 ;

μ̂i = - [ H ( i , :)〈z〉- H ( i , i)〈z i〉]/ H ( i , i) ;

σ̂i = (1/ H ( i , i) ) 1/ 2 .

其中 H ( i , :) 表示 H的第 i行.故 z i的变分逼近期望

值为

〈z i〉=
μ̂i +σ̂iΨ( - μ̂i /σ̂i ) /Φ(μ̂i /σ̂i ) , y i = 1 ;

μ̂i - σ̂iΨ( - μ̂i /σ̂i ) /Φ( - μ̂i /σ̂i ) , 其他.

(9)

　　θ的变分逼近期望值为

〈θ〉=ΛX T〈z〉. (10)

　　H和ΛX T可在迭代之前计算好 ,对比VB方法 ,

其主要计算区别在于计算 �μi与μ̂i . CVB每次迭代实

际上可不计算〈θ〉,因此省略掉两者相似的计算部

分 ,则 VB的计算量为 (2 N p + p2 ) T , CVB的计算量

为 N ( N - 1) T ,其中 T为两算法的迭代次数.一般

来说 ,当样本数远大于维数时 , CVB 的计算量要比

VB方法大 ,因为 CVB的每个 z i 类似 Gibbs抽样方

法由其余所有的 z i 产生 ,只是 CVB 方法不需要抽

样.

5　实验结果
5 . 1　仿真数据

本仿真研究采用文献 [4 ] 的仿真数据生成模

型 ,说明应用 CVB 算法能得到较精确的参数逼近

值 ,而 VB 方法则不能. 考虑一个最简单的二值

probit回归模型 , p = 2 , N = 100 , x i = (1 , qi ) ,θ=

(α,β) . qi服从均值为 0 ,方差为 1 的标准正态分布 ,

随机产生 100个数 ,α= 1 ,β= 5 .故 p ( y i = 1 | qi ) =

Φ(1 + 5qi ) ,如图 1所示.

图 1　仿真数据 yi 与Φ(1 + 5 qi )

设定先验协方差矩阵 V = 5 I p .根据 z i 的先验

分布随机产生迭代初始值 ,并根据 z i 计算θ的迭代

初始值.设在第 t次迭代Dist ( t) = ‖θt -θt- 1 ‖2 ,其

迭代停止标准为[7 ] : 迭代次数大于 2 000 或

| (Dist ( t) - Dist ( t - 1) ) / Dist ( t - 1) | < 0 . 001 .结

果如图 2所示.

图 2　仿真数据 CVB与 VB的收敛比较

对于 VB , 参数推断结果〈α〉= 0 . 56 ,〈β〉=

1 . 78 , 共迭代 237次 ;对于 CVB , 参数推断结果〈α〉

= 1 . 31 ,〈β〉= 5 . 20 ,迭代 1 779次.根据不同的随机

初始值重复实验 20次 ,参数后验推断结果一致 ,仅

收敛次数稍微不同.由此结果可知 , VB算法虽然很
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快收敛 ,但陷入局部最优 ,其参数逼近结果与真实参

数值有较大差距 ,从而也验证了文献 [4 ] 的结论.

CVB算法迭代次数尽管较 VB 算法多 ,但其参数逼

近结果与真实参数值很接近 ,说明 CVB算法的逼近

效果更理想.

5 . 2　真实数据集

对于真实数据集 ,虽可首先应用MCMC方法得

到参数比较精确的后验逼近 ,再分别检验 VB 和

CVB算法的逼近精度 ,但 MCMC的收敛难以判断 ,

所以本文用分类错误率指标来衡量两算法的性能差

异.本实验从 UCI机器学习库中选取 4个数据集 ,均

为二分类问题 ,对各特征不作预处理及统计检验.设

定先验协方差矩阵V = 100 I p ,其迭代停止标准与仿

真数据采取的标准一致. 对每个数据集 ,随机选取

70 %的数据作为训练数据 ,剩余 30 %的数据作为分

类测试数据 ,如此随机抽取 20 次 ,分别应用 VB 与

CVB推断算法得到的平均分类错误率、迭代次数结

果及各数据集属性如表 1所示.

表 1　4个数据集及分类结果

指标
数据集

ion sonar liver pima

观测数据个数 N 351 208 345 768

维数 p 33 60 6 8

VB平均分类

错误率 / %

25 . 9

±4 . 6

36 . 8

±7 . 7

33 . 3

±4 . 9

31 . 4

±2 . 4

VB平均迭代次数 377 374 686 700

CVB平均分类

错误率 / %

17 . 4

±4 . 0

26 . 7

±4 . 0

33 . 5

±5 . 0

31 . 8

±2 . 3

CVB平均迭代次数 932 648 62 42

SVM平均分类

错误率 / %

14 . 2

±2 . 6

22 . 2

±4 . 2

33 . 3

±4 . 6

23 . 0

±1 . 7

　　从表 1可知 ,对于 ion和 sonar 两个数据集 ,虽

然 CVB比 VB的迭代次数多 ,但分类错误率要低得

多 ,意味着 CVB比 VB能得到更准确的模型参数后

验推断值 ,与仿真数据的结论较吻合. 而对于 liver

和 pima两个数据集 ,CVB与 VB算法得到的分类错

误率接近 ,但 CVB 的迭代次数却只有 VB 算法的

10 %左右 ,说明若两算法得到同样的参数后验推断

值 ,则 CVB比 VB算法的迭代次数明显减少.从表 1

也可以看出 ,p robit 回归模型的分类精度比支持向

量机还要差一些.

6　结 　　论
　　本文给出了二值 p robit 回归模型的坍缩变分

贝叶斯参数推断算法.在每次迭代增加较少计算量

的条件下 ,坍缩变分贝叶斯要么比变分贝叶斯得到

更精确的参数后验推断结果 ,要么在都得到较一致

的参数后验推断结果时 ,坍缩变分贝叶斯比变分贝

叶斯的迭代次数明显减少. 该算法也可推广到

logistic回归模型及概率支持向量机模型的逼近推

断中[8 ] .
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