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利用部分状态反馈的统一混沌系统的混沌同步
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(河南师范大学 数学与信息科学学院 , 河南 新乡 453007)

摘 　要 : 通常混沌同步控制器的设计大都需要全部状态或多个输入 ,对此利用 Lyapunov 函数和一些不等式技巧 ,给

出一种新的同步控制器设计方法. 该方法仅使用一个输入一个状态反馈 ,或仅使用两个输入一个状态反馈设计

Lorenz 混沌系统和 Unified 混沌系统的同步控制器 ,实现了二者全局指数混沌同步. 该控制器只需一个状态变量 ,结

构简单 ,实现容易 ,而且所给算法减小了参数选取的保守性. 算例仿真结果表明了所给方法的有效性.
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Abstract : Usually , all states of system or more input are used for design of chaos synchronization controller.

Therefore , based on Lyapunov function and some inequalities techniques , two novel control schemes with one state

feedback and one input or with one state feedback and two input s are proposed to realize the globally exponential

synchronization of Lorenz and unified chaotic systems. The controllers designed have simple st ructure and less

conservation. The numerical simulation result s show the effectiveness of the method.
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1 　引 　　言
　　自 1963 年 Lorenz 发现混沌吸引子以来 ,混沌

运动表现出来的奇特现象引起了人们极大的兴趣 ,

特别是混沌运动对初值的敏感性和长时间发展趋势

的不可预测性 ,在通信保密领域有着广泛的应用前

景. 1990 年 , Ott E 等人提出了 O GY 方法 ;同年

Pecora L M 提出了混沌同步思想. 10 多年来 ,混沌

同步的研究得到了蓬勃发展 ,该研究方向迅速成为

混沌研究领域的重要热点[1 ] . 人们提出了多种混沌

同步的思路和方法 ,比如状态反馈方法[2 ,3 ] 、变结构

控制方法[4 ,5 ] 、自适应控制方法[ 6 ,7 ] 、观测器方法等 ,

多数方法取得了良好的控制效果. 但控制器设计大

都需要全部状态或多个输入[ 428 ] ,这对于只有部分状

态可测的混沌系统或只有一个输入端口的情况而

言 ,就遇到了物理实现上的麻烦 ,虽然也可利用观测

器解决 ,但其计算、误差估计和物理实现都比较麻

烦.

为克服上述缺点 ,本文对统一混沌系统采用单

输入单状态或两输入单状态设计控制器 ,得到的同

步控制器不但参数少 ,结构简单 ,实现容易 ,而且通

过不等式技巧的利用 ,减小了参数选取的保守性.

2 　问题描述
　　考虑 U nified 混沌系统的混沌同步问题

Ûx1 = (10 + 25α) ( x2 - x1 ) ,

Ûx2 = (28 - 35α) x1 + (29α- 1) x2 - x1 x3 ,

Ûx3 = x1 x2 - (8 +α) x3 / 3 , (1)

其中参数α∈[0 ,1 ].

设受控混沌系统为

Ûy1 = (10 + 25α) ( y2 - y1 ) ,

Ûy2 = (28 - 35α) y1 + (29α- 1) y2 - y1 y3 + u2 ,

Ûy3 = y1 y2 - (8 +α) y3 / 3 . (2)

定义 ei = y i - x i , i = 1 ,2 ,3 ,得同步误差方程为

　　　Ûe1 = (10 + 25α) ( e2 - e1 ) + u1 ,

　　　Ûe2 = (28 - 35α) e1 + (29α- 1) e2 -
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　　　 e1 e3 - x1 e3 - x3 e1 + u2 ,

　Ûe3 = e1 e2 + x2 e1 + x1 e2 - (8 +α) e3 / 3 + u3 . (3)

　　本文的目的是对 U nified 系统给出一种新的同

步控制器设计方法 :仅使用单个状态变量设计控制

器来实现 Lorenz 系统和 U nified 系统的混沌同步 ,

即实现lim
t →∞

e( t) = 0 .

3 　单输入单状态反馈同步控制器设计
　　为证明主要结论 ,先给出如下两个引理 :

引理 1 　1) 对任意ε> 0 ,有

2 xy ≤εx 2 +ε- 1 y2 ;

　　2) 对任意实数α,β,有

αx +βy ≤ 2max{ | α| , | β| } x2 + y2 .

　　结论显然 ,证明略.

引理 2 　设 x 满足以下不等式 :

Ûx ≤- μx + y , x ≥0 , | y | ≤βe -δt ,

μ > 0 ,β> 0 ,δ > 0 ,

则 x ( t) 指数趋于零.

证明 　解不等式 Ûx ≤- μx + y 得

x ( t) ≤e -μt x (0) +∫
t

0
e -μ( t-τ)

y (τ) dτ,

| x ( t) | ≤| x (0) | e -μt + e -μt∫
t

0
eμτ | y (τ) | dτ≤

| x (0) | e -μt + e -μt∫
t

0
βeμτe -δτdτ≤

| x (0) | e -μt +
β

μ - δ
e -μt e (μ-δ)τ

| t
0 ≤

| x (0) | e -μt +
β

μ - δ
(e -δt - e -μt ) .

因此 x ( t) 指数趋于零. □

定理 1 　若α < 1/ 29 ,用单输入且仅含状态 e2

的控制器

u1 = - (10 + 25α) e2 , u2 = u3 = 0 , (4)

可实现被控系统 (2) 与 Unified 系统 (1) 全局指数同

步.

证明 　将式 (4) 代入 (3) 的第 1 个方程 ,得

Ûe1 = - (10 + 25α) e1 , (5)

解方程 (5) ,得

e1 ( t) = e1 (0) e - (10 +25α) t →0 , (6)

e1 指数趋于零.

再证明 e2 , e3 指数趋于零. 取函数

V = e2
2 + e2

3 , (7)

将 V 沿同步误差方程 (3) 求导得

ÛV = 2e2 Ûe2 + 2e3 Ûe3 =

- 2 (1 - 29α) e2
2 - 2 (8 +α) e2

3 / 3 +

2 x2 e1 e3 + 2 (28 - 35α- x3 ) e1 e2 . (8)

因为上式中的 x2 , x3 是 U nified 混沌系统 (1) 的状

态 ,从而有界 ,不妨设 | x i | ≤M i , i = 2 ,3 .

由α < 1/ 29 ,28 - 35α > 0 ,利用引理 1 ,得

2 (28 - 35α- x3 ) e1 e2 + 2 x2 e1 e3 ≤

2 (| 28 - 35α| + M3 ) | e1 e2 | + 2 M2 | e1 e3 | =

2 (28 - 35α+ M3 ) | e1 e2 | + 2 M2 | e1 e3 | ≤

(28 - 35α+ M3 ) (εe2
2 +ε- 1 e2

1 ) +

M2 (εe2
3 +ε- 1 e2

1 ) . (9)

将式 (9) 代入 (8) ,得

ÛV ≤- [2 (1 - 29α) - (28 - 35α+ M3 )ε]e2
2 -

[2 (8 +α) / 3 - M2ε]e2
3 +

(28 - 35α+ M3 + M2 )ε- 1 e2
1 . (10)

　　再注意α <
1

29
,

2 (1 - 29α)
28 - 35α+ M3

> 0 ,特别选取

上式中的ε满足

0 <ε< min{
2 (8 +α)

3 M2
,

2 (1 - 29α)
28 - 35α+ M3

} , (11)

则有

2 (1 - 29α) - (28 - 35α+ M3 )ε=δ1 > 0 ,

2 (8 +α) / 3 - M2ε=δ2 > 0 . (12)

将式 (12) 代入 (10) ,则有

ÛV ≤- γV +γ1 e2
1 . (13)

其中

γ = min{δ1 ,δ2 } > 0 ,

γ1 = (28 - 35α+ M3 + M2 )ε- 1 .

因为前面已证得 e1 指数趋于零 , 从而 e2
1 指数趋于

零. 对式 (13) 应用引理 2 ,则 V ( t) 指数趋于零. 于是

e2 , e3 也指数趋于零. □

推论 1 　对 Lorenz 混沌系统

Ûx1 = 10 ( x2 - x1 ) ,

Ûx2 = 28 x1 - x2 - x1 x3 ,

Ûx3 = x1 x2 - 8 x3 / 3 . (14)

设被控系统

Ûy1 = 10 ( y2 - y1 ) + u1 ,

Ûy2 = 28 y1 - y2 - y1 y3 + u2 ,

Ûy3 = y1 y2 - 8 y3 / 3 + u3 . (15)

设计单输入且仅含单个状态的控制器

u1 = - 10e2 , u2 = u3 = 0 ,

可实现系统 (15) 与Lorenz系统 (14) 全局指数同步.

证明 　α= 0 < 1/ 29 ,由定理 1 ,结论成立 ,若式

(1) 和 (2) 中的α= 0 ,正是Lorenz 混沌系统 (14) 和

(15) . □

如果将控制加到式 (3) 的第 2个方程 ,可得到以

下结果 :

定理 2 　设计单输入且仅含状态 e2 的控制器

u1 = u3 = 0 , u2 = - k2 e2 .

其中

495
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k2 >
25α+ 10 +ρ(| 28 - 35α| + M3 )

2ερ
+

　 　29α- 1 , (16)

0 <ρ< min ( ( 16 + 2α
3 M2

)
2

, ( 20 + 50α
M 2

)
2

) , (17)

0 <ε<
2 (10 + 25α) - M2ρ1/ 2

25α+ 10 +ρ(28 - 35α+ M3 )
. (18)

对任意α∈[0 ,1 ] ,被控系统 (2) 与 Unified混沌系统

(1) 全局指数同步.

证明 　取满足式 (16) ～ (18) 的一组 k2 ,ρ,ε.

定义Lyap unov函数V = e2
1 +ρ( e2

2 + e2
3 ) ,将V 沿

误差系统 (3) 求导 ,得

ÛV = - 2 (10 + 25α) e2
1 + 2 (10 + 25) e1 e2 +

2ρ(28 - 35α- x3 ) e1 e2 + 2ρx 2 e1 e3 -

2ρ(1 + k2 - 29α) e2
2 - 2ρ(8 +α) e2

3 / 3 =

- 2 (10 + 25α) e2
1 - 2ρ(1 + k2 - 29α) e2

2 -

2ρ(8 +α) e2
3 / 3 + 2ρx 2 e1 e3 +

2[10 + 25α+ρ(28 - 35α- x3 ) ]e1 e2 . (19)

应用引理 1 的不等式 1) 可得

2[10 + 25α+ρ(28 - 35α- x3 ) ]e1 e2 ≤

[10 + 25α+ρ(| 28 - 35α| +

M3 ) ] (εe2
1 +ε- 1 e2

2 ) , (20)

2ρx 2 e1 e3 ≤2 | M2 | ρ1/ 4 | e1 | ρ3/ 4 | e3 | ≤

M2 ( ρe2
1 +ρ3/ 2 e2

3 ) . (21)

将式 (20) 和 (21) 代入 (19) ,得

ÛV ≤- [2 (10 + 25α) (1 - ε) - M2 ρ -

ρ(| 28 - 35α| + M3 )ε]e2
1 -

[2ρ(1 + k2 - 29α) - (10 + 25α+

ρ(| 28 - 35α| + M3 ) )ε- 1 ]e2
2 -

ρ[2 (8 +α) / 3 - M ρ]e2
3 . (22)

　　由式 (16) ～ (18) 可得

2 (10 + 25α) (1 - ε) - M2 ρ-

ρ(| 28 - 35α| + M3 )ε=λ1 > 0 , (23)

2ρ(1 + k2 - 29α) - [10 + 25α+

ρ(28 - 35α+ M3 ) ]ε- 1 =λ2 > 0 , (24)

2 (8 +α) / 3 - M ρ =λ3 > 0 . (25)

将式 (23) ～ (25) 代入 (22) 得

ÛV ≤- λV ,λ = min{λ1 ,λ2 ,λ3 } ,

V ≤V (0) e -λt .

因此 ,被控系统 (2) 与 Unified 混沌系统 (1) 全局指

数同步. □

推论 2 　设计单输入且仅含单个状态 e2 的控制

器

u1 = u3 = 0 , u2 = - k2 e2 .

其中

k2 >
10 +ρ(28 + M3 )

2ρε
- 1 ,

0 <ρ< min ( 256
9 M2

2
,
400
M2

2
) ,

0 <ε<
20 - M2ρ1/ 2

10 +ρ(28 + M3 ) .

可实现系统 (15) 与Lorenz系统 (14) 全局指数同步.

4 　双输入单状态反馈同步控制器设计
　　前面得到的单输入单状态反馈 , 虽然结构简

单 ,但反馈增益较大 ,为减少反馈增益 ,本文采用双

输入单状态反馈来实现 Unified 系统混沌同步.

将控制加在式 (3) 的前两个方程 , 此时误差方

程为

Ûe1 = (10 + 25α) ( e2 - e1 ) + u1 ,

Ûe2 = (28 - 35α) e1 + (29α- 1) e2 -

　 　 e1 e3 - x1 e3 - x3 e1 + u2 ,

Ûe3 = e1 e2 + x2 e1 + y1 e2 - (8 +α) e3 / 3 . (26)

　　得到以下结论 :

定理 3 　设计双输入单状态反馈控制器

u1 = - (10 + 25α) e2 ,

u2 = - k2 e2 , u3 = 0 , (27)

其中 k2 > 29α- 1 ,可实现系统 (2) 与 Unified混沌系

统全局指数同步.

证明 　将控制 (27) 代入误差方程 (26) ,得

Ûe1 ( t) = - (10 + 25) e1 ,

e1 ( t) = e1 (0) e - (10 +25α) t →0 ,

e1 指数趋于零.

为证明 e2 和 e3 也指数趋于零 ,取非负函数

V = e2
2 + e2

3 ,

将 V 沿误差方程 (26) 求导 ,得

ÛV = 2e2 Ûe2 + 2e3 Ûe3 =

2 (28 - 35α- x3 ) e1 e2 + 2 x2 e1 e3 +

2 (29α- 1 - k2 ) e2
2 - 2 (8 +α) e2

3 / 3 ≤

- 2 (1 + k2 - 29α) e2
2 - 2 (8 +α) e2

3 / 3 +

2 (| 28 - 35α| + M3 ) | e1 | | e2 | +

2 M2 | e1 | | e3 | . (28)

因为 k > 29α- 1 ,则

ÛV ≤- 2δe2
2 - 2 (8 +α) e2

3 / 3 + 2[ M2 | e3 | +

(| 28 - 35α| + M3 ) | e2 | ] | e1 | , (29)

其中

δ= min{ (1 + k2 - 29α) , (8 +α) / 3} > 0 .

　　由引理 1 中的 2) 可得

　　2 (| 28 - 35α| + M3 ) | e2 | + 2 M2 | e3 | ≤

　　2η e2
2 + e2

3 = 2η V , (30)

将式 (30) 的代入 (29) ,得

595
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ÛV ≤- 2δV + 2η V | e1 | , (31)

将式 (31) 的两端除 2 V ,得

d V
d t

≤- δ V +η| e1 | .

因为已证得 e1 指数趋于零 ,利用引理 2 , V 指数趋

于零 ,从而 e2 , e3 也指数趋于零. 受控系统与 U nified

系统全局指数同步. □

5 　仿真例子
　　考虑 Lorenz 系统 (15) ,按定理 1 设计控制器 ,

u1 = - 10e2 , u2 = u3 = 0 ,并取初值

x1 (0) = 3 , x2 (0) = 5 , x3 (0) = 8 ,

y1 (0) = 10 , e2 (0) = 4 , y3 (0) = 1 ,

e1 (0) = 7 , e2 (0) = - 1 , e3 (0) = - 7 .

同步误差仿真结果如图 1 所示.

图 1 　单输入单状态反馈下 Lorenz 系统的同步误差曲线

图 2 　双输入单状态反馈下 Lorenz 系统的同步误差曲线

按照定理 3 设计双输入单状态控制器

u1 = - 10e2 , u2 = - 3e2 ,

并取初始条件

　　　x1 (0) = 3 , x2 (0) = 5 , x3 (0) = 8 ,

　　　y1 (0) = 5 , y2 (0) = 6 , y3 (0) = 4 ,

　　　e1 (0) = 2 , e2 (0) = 1 , e3 (0) = - 4 .

同步误差仿真结果如图 2 所示.

从仿真图可看出 ,本文设计的控制器得到了满

意的同步效果.

6 　结 　　论
　　本文利用不等式技巧 ,给出了仅使用单输入单

状态反馈或双输入单状态反馈实现 Unified 系统混

沌同步的控制器设计方法 ,所设计的同步控制器 ,具

有参数少 ,结构简单 ,保守性小等优点.
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