
第 23卷 第 5期
Vol. 23 No. 5

控　制　与　决　策
Cont rol an d Decision

　　2008年 5月
May 2008

收稿日期 : 2007202207 ; 修回日期 : 2007207211.

基金项目 : 国家自然科学基金项目 (60074007) .

作者简介 : 夏建伟 (1978—) ,男 ,山东潍坊人 ,博士 ,从事随机系统、鲁棒控制等研究 ; 徐胜元 (1968—) ,男 ,浙江湖

州人 ,教授 ,博士生导师 ,从事非线性系统、随机系统等研究.

　　文章编号 : 100120920 (2008) 0520597204

连续随机时滞系统 L 22L ∞滤波设计
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摘　要 : 研究了连续随机时滞系统的 L 2 2L ∞滤波器的设计问题.利用引入参数变量的方法 ,以线性矩阵不等式形式 ,

给出依赖于时滞的充分条件 ,从而保证滤波误差方程随机渐近稳定且满足 L 2 2L ∞性能指标 ,且所得结果较以往结果

具有更小的保守性.仿真例子表明了该方法的有效性.
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Abstract : A problem of L 2 2L ∞ filter design for a class of stochastic time2delay systems is studied. By int roducting

matrix parameters , delay2dependent sufficient conditions are presented in terms of linear matrix inequality , which

guarantees that the filtering error system is stochastically stable and satisfies the performance index of L 2 2L ∞. Less

conservatism is obtained. A desired filter can be const ructed by solving certain linear matrix inequalities. A simulation

example shows the effectiveness of the proposed method.

Key words : L 2 2L ∞ filter ; Linear matrix inequality ; Stochastic system ; Time2delay

1　引　　言
　　在各类工业系统中 ,时滞现象是极其普遍的 ,时

滞的存在使系统的分析和综合变得更加复杂 ;同时

时滞的存在也往往是系统不稳定和系统性能变差的

根源.正是由于时滞系统在实际中的大量存在 ,以及

时滞系统分析和控制的困难性 ,使时滞系统的分析

和综合一直是控制理论和控制工程领域中研究的一

个热点问题 ,并得到了针对不同时滞系统的诸多方

法.时滞系统稳定性结果可分为两种 :时滞依赖稳定

性结果和时滞无关稳定性结果.一般来讲 ,前者稳定

性结果较后者具有更小的保守性.因此 ,一直以来 ,

研究时滞依赖的稳定性结果是解决时滞系统分析和

综合的热点. Fridman[1 ]提出了“广义系统方法”概

念 ,并以此给出了时滞依赖稳定性结果 ;文献 [ 2 ]利

用“广义系统方法”和“bounding technique”对文献

[1 ]中结果进行了改进 ;文献 [ 3 ,4 ]通过引入自由变

量的方法 ,分别给出了时滞系统时滞依赖稳定性结

果.

近年来 ,滤波问题也引起了广大学者的关注和

研究.起初处理滤波问题常用的方法是 Kalman 滤

波[7 ] .该方法要求精确已知的系统 ,且外部扰动必须

为白噪声或具有已知谱密度的噪声. 当外部干扰不

满足这些统计特性时 ,利用 Kalman 滤波方法解决

滤波问题就不再有效.在这种情况下 ,可用 H∞滤波

和 L 2 2L ∞滤波方法加以解决.文献 [ 8 ,9 ]分别针对

不确定时滞系统和不确定时滞随机系统 ,给出了时

滞无关的鲁棒 H∞滤波存在的充分条件和时滞无关

的 L 2 2L ∞滤波设计方法.目前 ,对于时滞依赖的随

机系统滤波问题 ,还没有检索到相关的研究结果.

本文研究了随机时滞系统的 L 2 2L ∞滤波问题.

利用引入自由变量的方法 ,以线性矩阵不等式形式 ,

给出依赖于时滞的问题可解的充分条件 ,并以此设

计适当的滤波器使误差系统随机稳定且满足 L 2 2
L ∞性能指标.
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2　问题描述
　　考虑随机时滞系统

d x ( t) = [ A x ( t) + A 1 x ( t - τ) +

　　　　A 2 v ( t) ]d t + B x ( t) dw ( t) ,

d y ( t) = [ Cx ( t) + Dv ( t) ]d t ,

z ( t) = Gx ( t) ,

x ( t) = <( t) , Πt ∈[ - τ,0 ]. (1)

其中 : x ( t) ∈ Rn 为系统状态 ; v ( t) ∈ R p 为干扰输

入 ; y ( t) ∈Rm 为测量输出 ; z ( k) ∈Rq为控制输出 ;

标量τ> 0为系统时滞 ; <( t) 为起始函数 ; w ( t) 为一

维布朗运动且满足 E{ dw ( t) } = 0 , E{ dw ( t) 2 } = d t.

对系统 (1) ,考虑滤波器

d x̂ ( t) = A f x̂ ( t) + B f d y ( t) ,

ẑ ( t) = Cf x̂ ( t) . (2)

其中 : x̂ ( t) ∈Rn为滤波器状态 ; A f , B f , Cf 为滤波器

设计变量.

定义

ξ( t) = [ x ( t) T 　̂x ( t) T ]T ,

e( t) = z ( t) - ẑ ( t) .

有如下滤波误差系统 :

dξ( t) = [ �Aξ( t) + �A 1 Kξ( t - τ) +

　　　　�A 2 v ( t) ]d t + �B Kξ( t) dw ( t) , (3)

e( t) = �Cξ( t) . (4)

其中

�A =
A 0

B f C A f

, �A 1 =
A 1

0
, �A 2 =

A 2

B f D
,

�B = [ B T 　0 ]T , �C = [ G　 - Cf ] , K = [ I　0 ].

(5)

　　为得到本文主要内容 ,基于现有文献 ,给出如

下定义 :

定义 1　给定γ > 0 ,如果滤波误差系统 (3) 和

(4) 随机渐近稳定 ,且对所有非零 v ( t) ∈L 2 [0 , ∞]

和零初始状态满足

‖e( t) ‖E∞ <γ‖v ( t) ‖2 ,

则称滤波误差系统 (3) 和 (4) 为随机渐近稳定且满

足 L 2 2L ∞性能.

3　主要结果
　　下面针对随机时滞系统 (1) ,给出误差系统依

赖于时滞的随机渐近稳定且满足 L 2 2L ∞性能的充

分条件和 L 2 2L ∞滤波器的设计方法.为此 ,首先证

明如下引理.

引理 1　考虑随机时滞系统 (1) . 给定γ > 0 ,�τ
> 0 ,如果存在正定对称矩阵 P > 0 , Q > 0 , Z > 0 ,

一般矩阵 M和 H ,对于任意 0 <τ≤�τ,有以下线性

矩阵不等式成立 :

Ξ1 P�A 1 - KT M - KT HT P�A 2

3 - Q + H + HT 0

3 3 - I

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

�τK T M �τ�A T KT Z K T �B T P

�τH �τ�A T
1 KT Z 0

0 �τ�A T
2 KT Z 0

- �τZ 0 0

3 - �τZ 0

3 3 - P

< 0 , (6)

Λ1 =
P �C T

3 γ2 I
> 0 , (7)

其中

Ξ1 = P�A + �A T P + KT Q K - KT M K - KT M T K.

则系统 (3) 和 (4) 随机渐近稳定且满足 L 2 2L ∞性能.

证明 　首先证明误差系统的随机稳定性. 假

设 v ( t) = 0 ,则滤波误差方程 (3) 为

dξ( t) = [ �Aξ( t) + �A 1 Kξ( t - τ) ]d t +

�B Kξ( t) dw ( t) . (8)

　　选取 Lyap unov函数

V (ξ( t) , t) =

ξ( t) T Pξ( t) +∫
t

t -τ
ξ(α) T KT Q Kξ(α) dα+

∫
0

-τ∫
t

t+β
φ(α) T KT Z Kφ(α) dαdβ, (9)

其中φ( t) = �Aξ( t) + �A 1ξ( t - τ) .

由 Itô’s公式 ,有

LV (ξ( t) , t) ≤ 1
τ∫

t

t-τ
η( t ,α) TΠη( t ,α) dα. (10)

其中

η( t ,α) = [ξ( t) T 　ξ( t - τ) T KT 　φ(α) T KT ]T ,

Π =

J P�A 1 + �A T KT �τZ K�A 1 0

3 - Q + �A T
1 KT �τZ K�A 1 0

3 3 - τZ

,

J = P�A + �A T P + KT Q K + KT �B T P�B +

　　�A T KT �τZ K�A .

注意到

2ξ( t) T KT M K[ξ( t) - ξ( t - τ) ] =

2ξ( t) T KT M K∫
t

t -τ
φ(α) dα+

2ξ( t) T KT M K∫
t

t -τ
�B Kξ(α) dw (α) , (11)

2ξ( t - τ) T KT H K[ξ( t) - ξ( t - τ) ] =

2ξ( t - τ) T KT H K∫
t

t-τ
φ(α) dα+
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2ξ( t - τ) T KT H K∫
t

t-τ
�B Kξ(α) dw (α) . (12)

由式 (10) ～ (12) ,得

LV (ξ( t) , t) ≤ 1
τ∫

t

t-τ
η( t ,α)Ψη( t ,α) dα.

其中

Ψ =

Θ Θ1 τK T M

3 Θ2 τH

3 3 - τZ

, (13)

Θ = P�A + �A T P + KT Q K + KT �B T P�B +

　　�A T KT �τZ K - KT M K - KT M T K ,

Θ1 = P�A 1 - KT M - KT HT + �A T KT �τZ K�A 1 ,

Θ2 = - Q + H + HT + �A T
1 KT �τZ K�A 1 . (14)

利用 Schur补引理 ,由不等式 (6) ,易得

Θ P�A 1 - KT M - KT HT + �τ�A T KT Z K�A 1

3 - Q + H + HT + �τ�A T
1 KT Z K�A 1

+

�τ
KT M

H
Z - 1 KT M

H

T

< 0 ,

其中Θ如式 (14) 中定义.再次利用 Schur补引理 ,得

Ψ < 0 . (15)

由文献[5 ]中结果可知 ,滤波误差系统 (3) 和 (4) 随

机渐近稳定.

下面证明其满足 L 2 2L ∞性能指标.假定零初始

状态 ,从而

E{ V (ξ( t) , t) } = E{∫
t

0
LV (ξ( s) , s) ds} .

选取 L yap unov函数如式 (9) ,定义

J ( t) = E{ V (ξ( t) , t) } -∫
t

0
v ( s) T v ( s) ds ,

其中 t > 0 .注意零初始状态 ,如同随机渐近稳定的

证明 ,易得

J ( t) = E{∫
t

0
[ LV ( (ξ( s) , s) - v ( s) T v ( s) ]ds} ≤

E∫
t

0
η1 ( t ,α) TΠ1η1 ( t ,α) ds. (16)

其中

Π1 =

Θ Θ1 P�A 2 + �τ�A T KT Z K�A 2 τK T M

3 Θ2 �τ�A T
1 KT Z K�A 2 τH

3 3 - I + �τ�A T
2 KT Z K�A 2 0

3 3 3 - τZ

,

�φ(α) = �A (α) x (α) + �A 1 (α) x (α- τ) +

　 　 　�A 2 (α) v (α) ,

η1 ( t ,α) =

[ξ( t) T 　ξ( t - τ) T KT 　v ( t) T 　�φ(α) T KT ]T .

这里Θ,Θ1 ,Θ2 如式 (14) 中定义.对不等式 (10) 进行

Schur补变换 ,由式 (16) 易得 J ( t) < 0 .从而

E{ξ( t) T Pξ( t) } ≤E{ V (ξ( t) , t) } <

∫
t

0
v ( s) T v ( s) ds. (17)

　　由 Schur补引理 ,不等式 (11) 等价于

�CT �C <γ2 P ,

故 ,对任意 t > 0 ,有

E{ ( e( t) , e( t) ) } =

E{ξ( t) T �CT �Cξ( t) } ≤γ2 E{ξ( t) T Pξ( t) } <

γ2∫
t

0
v ( s) T v ( s) ds ≤γ2∫

∞

0
v ( s) T v ( s) ds.

从而 ,由定义 2 ,滤波误差系统 (3) 和 (4) 随机渐近稳

定且满足 L 2 2L ∞性能. □

注 1　对于文献[9 ]中定理 1的结果 ,引理 1通

过引入自由矩阵变量的方法 ,得到了滤波误差系统

依赖于时滞的随机渐近稳定且满足 L 2 2L ∞性能的

充分条件.容易证明 ,当文献[9 ]中时变时滞τ( t) 为

时不变时滞时 ,引理 1 可保证文献 [9 ] 中定理 1 成

立.从而 ,本文给出的结果较文献 [9 ]中结果具有更

小的保守性.

下面定理将给出随机时滞系统 (1) 依赖于时滞

的 L 2 2L ∞滤波器存在的充分条件和设计方法.

定理 1　给定γ> 0 ,对于随机时滞系统 (1) ,其

L 2 2L ∞滤波问题可解的充分条件是存在正定对阵

矩阵 P1 > 0 , P2 > 0 , Q > 0 , Z > 0和矩阵 W 1 , W 2 ,

W 3 , M , H满足以下线性矩阵不等式 :

Δ1 CT W T
2 P1 A 1 - M - HT P1 A 2

3 W 1 + W T
1 0 W 2 D

3 3 - Q + H + HT 0

3 3 3 - I

3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3

→

←

�τM �τA T Z B T P1 0

0 0 0 0

�τH �τA T
1 Z 0 0

0 �τA T
2 Z 0 0

- �τZ 0 0 0

3 - �τ 0 0

3 3 - P1 0

3 3 3 - P2

< 0 , (18)

P1 0 GT

3 P2 - W T
3

3 3 γ2 I

> 0 , (19)

其中

Δ1 = P1 A + A T P1 + Q - M - M T .
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　　当上面不等式有解时 ,滤波器参数可取为

A f = W 1 P- 1
2 , B f = W 2 P- 1

2 , Cf = W 3 . (20)

　　证明 　设

P =
P1 0

0 P2

, (21)

由于 P1 , P2 非奇异 ,注意变换式 (20) ,将式 (21) 代

入引理 1 ,易得不等式 (6) 和 (7) 等价于不等式 (18)

和 (19) .由引理 1 ,滤波误差系统 (3) 和 (4) 随机渐近

稳定且具有 L 2 2L ∞性能. □

4　仿真算例
　　考虑系统随机时滞系统 (1) .其中

A =
- 50 0

1 - 10
, A1 =

0 . 2 0 . 1

0 . 1 0 . 1
,

A 2 =
0 . 2 0 . 1

0 . 1 0 . 3
, B =

0 . 5 0 . 5

0 . 5 1 . 5
,

C =
- 0 . 2 0 . 2

0 . 1 - 0 . 3
, D =

0 . 1 0 . 2

0 . 1 0 . 03
,

G =
1 0 . 2

0 . 1 0 . 3
, �τ = 0 . 6 ,γ = 1 .

　　利用 Matlab线性矩阵不等式工具包解不等式

(18) 和 (19) ,可得

P1 =
6 . 544 7 0 . 984 0

0 . 984 0 42 . 047 8
,

P2 =
93 . 613 8 - 29 . 102 8

- 29 . 102 8 64 . 754 9
,

Q =
188 . 893 9 - 1 . 150 8

- 1 . 150 8 153 . 142 8
,

Z =
0 . 125 9 0 . 072 9

0 . 072 9 5 . 639 3
,

W 1 =
- 99 . 841 5 - 2 . 175 0

- 4 . 191 7 - 66 . 947 8
,

W 2 =
36 . 353 5 - 11 . 287 4

- 15 . 255 6 70 . 794 7
,

W 3 =
5 . 940 5 - 1 . 866 3

- 1 . 634 5 5 . 072 6
.

H =
- 0 . 000 5 0 . 051 8

- 0 . 178 9 0 . 502 4
,

M =
0 . 723 8 1 . 204 2

- 0 . 428 0 - 1 . 148 9
.

从而 ,滤波器参数可选为

A f =
- 1 . 227 6 - 0 . 518 1

- 0 . 425 7 - 1 . 225 2
,

B f =
0 . 388 4 0 . 000 3

0 . 205 6 1 . 185 7
,

Cf =
5 . 940 5 - 1 . 866 3

- 1 . 634 5 5 . 072 6
.

　　利用上面数据 ,考虑误差估计方程 (4) ,假定系

统初始状态 e0 = [1　1 ] ,可得到此误差系统方程状

态响应曲线 ,如图 1所示.

图 1　误差方程状态响应曲线

5　结 　　论
　　通过引入矩阵变量的方法 ,本文针对随机时滞

系统的 L 2 2L ∞滤波器的设计问题 ,给出了误差系统

依赖于时滞的渐近稳定且满足 L 2 2L ∞性能的充分

条件.在此基础上 ,给出了 L 2 2L ∞滤波器的设计方

法. 最终把问题转化为一组线性矩阵不等式可解性

问题.仿真例子说明了方法的有效性.
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