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线性系统的非脆弱 H∞滤波
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摘　要 :考虑一类线性系统的非脆弱 H∞滤波器设计问题.所设计的滤波器具有乘性的滤波器增益变化.采用线性矩

阵不等式方法 ,给出线性连续系统和离散系统的非脆弱 H∞滤波器存在的充要条件.数值仿真例子说明了设计方法

的有效性.

关键词 : 线性系统 ; 非脆弱 ; H∞滤波 ; 乘性增益变化 ; 线性矩阵不等式

中图分类号 : TP13　　　　文献标识码 : A

Non2fragile H∞ f iltering for linear system

W A N G W u , GUO X i ang2g ui , YA N G Fu2w en

(College of Elect rical Engineering and Automation , Fuzhou University , Fuzhou 350002 , China. Correspondent :

WAN G Wu , E2mail : wangwu @fzu. edu. cn)
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1　引　　言
　　近年来 , 随着 H∞控制理论的日益成熟 , H∞滤

波理论的研究受到国内外学者的广泛关注 ,并提出

了一系列有效的滤波算法[123 ] ,但所有结论都是假设

滤波器参数能准确实现.然而 ,计算机字长的限制和

元器件的老化等因素可能导致滤波器参数产生微小

的变化 ,这足以使滤波器性能下降甚至完全失效.所

以 ,自 1997年 Keel 和 Bhat tacharyya [4 ]提出非脆弱

的概念之后 ,对于非脆弱控制器的研究引起学者们

的广泛兴趣 ,并取得了不少研究成果[5 ,6 ] ,但是对非

脆弱滤波器的研究则较少[ 7 ,8 ] .文献 [ 7 ]提出了鲁棒

非脆弱 Kalman滤波器设计方法 ,其中滤波器考虑

了具有乘性的滤波器参数变化 ,但所得结论形式复

杂 ,求解困难.文献[ 8 ]针对加性的滤波器参数变化 ,

设计了线性连续系统的 H∞滤波器 ,但求解也比较

复杂.

脆弱性是研究控制器参数变化对闭环系统的影

响 ,鲁棒性是研究系统参数不确定对闭环系统的影

响[7 ] .为了突出滤波器参数变化引起的影响 ,本文不

考虑系统参数的不确定因素.对于线性系统 ,本文研

究了非脆弱 H∞滤波问题 ,设计的非脆弱滤波器考

虑具有乘性滤波器参数变化.基于线性矩阵不等式

(L MI)方法 ,同时给出线性连续系统和离散系统的

非脆弱 H∞滤波器设计方案.该方案既能使滤波误

差系统稳定 ,又能保证系统具有一定的 H∞性能.

2　问题描述
　　考虑如下线性系统 :

δx ( t) = A x ( t) + Bw ( t) ,

y ( t) = Cx ( t) + Dw ( t) ,

z ( t) = L x ( t) . (1)

其中 :δ代表算子运算 ,对于连续系统δx ( t) = Ûx ( t) ,

离散系统δx ( t) = x ( t + 1) ; x ( t) ∈Rn为系统状态 ;

w ( t) ∈Rr为干扰信号 (包括过程和测量干扰信号) ,

连续时属于 L 2 [0 , ∞) ,离散时属于 l2 [0 , ∞) ; z ( t)

∈Rq为要估计的信号 ; y ( t) ∈Rp为测量输出信号 ;

A , B , C , D和 L 为已知的系统矩阵.
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构造如下形式的全阶滤波器 :

δ�x ( t) = A F�x ( t) + B F y ( t) ,

�z ( t) = CF�x ( t) . (2)

其中 :�x ( t) ∈Rn 为滤波器的状态 ;滤波器参数 A F ,

B F 和 C F 具有乘性的滤波器参数变化 ,即

A F = A F1
( I +Δ1 ) , B F = B F1

( I +Δ2 ) ,

CF = CF1
( I +Δ3 ) , (3)

其中 A F1 , B F1 , CF1 为待设计的滤波器参数.假设滤

波器参数的变化具有以下形式 :

Δ1 = H1 F1 E1 ,Δ2 = H2 F2 E2 ,Δ3 = H3 F3 E3 .

(4)

其中 : H i和 E i ( i = 1 ,2 ,3) 为已知常矩阵 , Fi ( i = 1 ,

2 ,3) 满足

FT
i F i ≤ρi I , i = 1 ,2 ,3 . (5)

　　注 1　乘性参数变化常常是在系统初运行时微

调以及性能衰减时出现的.

对滤波器进行状态变换.令

x̂ ( t) = M�x ( t) , (6)

则滤波器为

δx̂ ( t) = MA F M - 1 x̂ ( t) + MB F y ( t) ,

ẑ ( t) = CF M - 1 x̂ ( t) . (7)

　　由式 (1) 和 (7) 可得滤波误差系统为

δξ( t) = �Aξ( t) + �B y ( t) ,

e( t) = �Cξ( t) . (8)

其中

ξ( t) =
x ( t)

x̂ ( t)
, e( t) = z ( t) - ẑ ( t) ,

�A =
A 0

MB F C M A F M - 1 , �B =
B

MB F D
,

�C = [ L 　 - CF M - 1 ].

　　本文的目标是设计滤波器 (7) ,对于所有容许

的滤波器增益变化 (3) ,使得 :1) 在外部扰动 w ( t) =

0情况下 ,滤波误差系统 (8) 是渐近稳定的 ;2) 在零

初始条件下 ,滤波误差系统 (8) 具有 H∞性能γ(γ>

0) .

3　主要结果
　　下面基于线性矩阵不等式方法给出线性连续

系统和离散系统在 H∞性能约束下的滤波器存在条

件和设计方法.首先给出以下几个引理.

引理 1[9 ] 　给定矩阵 N = N T , H和 E为合适维

数的实矩阵 ,且 F满足 FT F ≤ρI ,使

N + H F E + ET FT HT < 0 (9)

成立的充要条件是存在正数ε> 0 ,使

N +εH H T +
ρ
ε E T E < 0 . (10)

　　引理 2[10 ] 　给定γ> 0 .系统 (8) 是渐近稳定且

具有 H∞性能的充要条件是存在正定对称矩阵 X =

X T > 0 ,针对连续系统应满足

�A T X + X �A 3 3
�B T X - γI 3

�C 0 - γI

< 0 , (11)

而针对离散系统应满足

- X 3 3 3
0 - γI 3 3

X �A X �B - X 3
�C 0 0 - γI

< 0 . (12)

　　下面给出滤波器存在的充要条件.

　　定理 1　给定常数γ> 0 .滤波误差系统 (8) 是

渐近稳定且具有 H∞性能γ的充要条件是 :如果存

在常数εi > 0 ( i = 1 ,2 ,3) ,矩阵 S = S T ∈Rn×n > 0 ,

R = RT ∈Rn×n > 0 , Â F ∈Rn×n , B̂ F ∈Rn×p和 Ĉ F ∈

Rq×n ,针对连续系统应满足

Φ1 ΦT
2

Φ2 Φ3

< 0 . (13)

其中

Φ1 =

SA + A T S 3 3 3 3
Ω1 Ω2 3 3 3
B T S Ω3 - γI 3 3
Ω4 L 0 - γI 3
0 HT

2 B̂ T
F 0 0 -ε2 I

,

Φ2 =

ε2 E2 C ε2 E2 C ε2 E2 D 0 0

0 HT
1 Â T

F 0 0 0

ε1 E1 0 0 0 0

0 0 0 - HT
3 ĈT

F 0

ε3 E3 0 0 0 0

,

Φ3 = diag{ - ρ- 1
2ε2 I , -ε1 I , - ρ- 1

1ε1 I ,

　　 -ε3 I , - ρ- 1
3ε3 I} ,

且

Ω1 = A T S + RT A + B̂ F C + Â F ,

Ω2 = A T R + RT A + B̂ F C + CT B̂ T
F ,

Ω3 = B T R + DT B̂ T
F ,Ω4 = L - ĈF .

而针对离散系统则应满足

Ψ1 ΨT
2

Ψ2 Ψ3

< 0 . (14)

其中

Ψ1 =

- S 3 3 3 3 3
- S - R 3 3 3 3
0 0 - γI 3 3 3

SA S A S B - S 3 3
Θ1 Θ2 Θ3 - S - R 3
Θ4 L 0 0 0 - γI

,
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　Ψ2 =

0 0 0 0 0 HT
2 B̂ T

F

ε2 E2 C ε2 E2 C ε2 E2 D 0 0 0

0 0 0 0 HT
1 Â T

F 0

ε1 E1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 - HT
3 ĈT

F

ε3 E3 0 0 0 0 0

,

　Ψ3 = diag{ -ε2 I , - ρ- 1
2ε2 I , -ε1 I ,

　 　 　 - ρ- 1
1ε1 I , -ε3 I , - ρ- 1

3ε3 I} ,

且
Θ1 = RA + B̂ F C + Â F ,

Θ2 = RA + B̂ F C ,

Θ3 = RB + B̂ F D ,Θ4 = L - ĈF .

　　如果上述的L MI有解 ,则非脆弱滤波器参数均

可由下式求得 :

A F1 = ( S - R) - 1 Â F ,

B F1 = ( S - R) - 1 B̂ F ,

CF1 = ĈF . (15)

　　证明 　首先证明连续系统.由引理 2可知 ,系

统 (8) 渐近稳定且具有 H∞ 性能约束是式 (11) 成

立.令

X =
R X 12

X T
12 X22

, X - 1 =
S - 1 Y12

Y T
12 Y22

. (16)

其中 : R > 0 , S > 0 ;不失一般性 ,假设矩阵 X12 和

Y12 为满秩阵.

定义

T1 =
S - 1 I

Y T
12 0

, T2 =
I R

0 X T
12

, (17)

取变换阵 diag{ T1 , I , I} ,对式 (11) 进行合同变换 ,

可得

AS - 1 + S - 1 A T 3 3 3
Ω11 Ω12 3 3
B T Ω13 - γI 3
Ω14 L 0 - γI

< 0 . (18)

其中
Ω11 = A T + RT AS - 1 + X12 MB F CS - 1 +

X12 MA F M - 1 Y T
12 ,

Ω12 = A T R + RT A + X12 MB F C +

CT B T
F M T X T

12 ,

Ω13 = B T R + DT B T
F M T X T

12 ,

Ω14 = L S - 1 - CF M - 1 Y T
12 .

再取变换阵 diag{ S , I , I , I} ,对式 (18) 进行合同变

换 ,得

SA + A T S 3 3 3
Ω21 Ω22 3 3
B T Ω23 - γI 3
Ω24 L 0 - γI

< 0 . (19)

其中
Ω21 = A T S + RT A + X12 MB F C +

X12 MA F M - 1 Y T
12 S ,

Ω22 = A T R + RT A + X12 MB F C +

CT B T
F M T X T

12 ,

Ω23 = B T R + DT B T
F M T X T

12 ,

Ω24 = L - CFM - 1 Y T
12 S .

　　令 M = Y T
12 S ,可得 X12 M = S - R.将 M = Y T

12 S

和 X12 M = S - R 代入式 (19) 并考虑滤波器参数
(3) .然后将确定部分和不确定部分分开 ,连续运用

引理 1 ,并令 Â F = ( S - R) A F1 , B̂ F = ( S - R) B F1 ,

ĈF = CF1 便可得到式 (13) .

同理 ,离散系统也可得证. □

注 2　式 (13) (离散时为式 (14) ) 不仅是关于

矩阵变量 ,也是关于标量γ的线性矩阵不等式组.因

此 ,可将γ作为一个优化变量来得到最优扰动衰减

水平 ,即可通过求解如下的凸优化问题来设计系统
(1) 的最优全阶非脆弱 H∞滤波器 :

min
S , R , Â F , B̂ F , Ĉ F ,ε1 ,ε2 ,ε3 ,θ

θ,

s. t . 式 (13) (or (14) ) ,θ=γ, (20)

则最优扰动衰减水平为γ3 =θ3 ,θ3 为θ的最优值 ,

且满足要求的滤波器参数矩阵可由式 (15) 求得.

注 3　式 (13) 和 (14) 是线性矩阵不等式组 ,所

有变量都是自由变量 ,不需要预取 ,直接优化凸优化

问题 (20) 便可得到解 ,这比文献 [7 ]给出的求解非

脆弱滤波器的算法更简单.

注 4　定理 1给出了具有滤波器参数乘性变化

时的滤波器存在的充要条件.对于连续系统 ,当滤波

器参数变化幅度为ε1 =ε2 =ε3 = 0时 ,便退化为常

规连续滤波器设计方法[11 ] . 与其类似 ,离散系统的
滤波器参数变化幅度为ε1 =ε2 =ε3 = 0时 ,便退化

为常规离散滤波器设计方法[1 ] .

4　数值例子
　　例 1　考虑如下线性连续系统 :

Ûx ( t) =

- 1 1 0 . 5

0 . 1 - 1 1

- 4 - 2 - 1

x ( t) +

- 1 . 5 0

0 . 9 0

2 . 5 0

w ( t) ,

y ( t) = [3　 - 2　1 ] x ( t) + [0　0 . 9 ] w ( t) ,

z ( t) = [ - 2　1　 - 2 ] x ( t) .

　　非脆弱滤波器中的已知参数为

H1 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

, H3 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

,

E1 = 0 . 01 3
- 1 0 - 1

1 - 1 1

- 1 1 - 1

,
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E3 = 0 . 01 3
1 - 1 1

- 1 - 1 - 1

1 1 1

,

H2 = 1 , E2 = 0 . 01 ,

ρ1 = 1 ,ρ2 = 1 ,ρ3 = 1 .

　　应用 Matlab L MIToolbox求解优化问题 (20) ,

可得最优γ = 3 . 547 5时的滤波器参数为

A F =

- 8 . 325 4 - 2 . 814 1 - 1 . 885 0

14 . 683 3 - 1 . 362 8 3 . 886 8

11 . 802 3 23 . 391 1 - 0 . 579 0

,

B F =

- 0 . 865 3

- 1 . 516 5

7 . 392 1

,

CF = [ - 0 . 581 4　 - 0 . 997 7　 - 0 . 300 7 ].

　　为了说明非脆弱滤波器设计方法的优越性 ,下

面与常规滤波器 (Δ1 =Δ2 =Δ3 = 0) 进行比较.常规

滤波器的最优扰动衰减性能指标γopt = 3 . 487 2 .当

常规滤波器的参数发生式 (4) 的变化 ,即取 F1 = I ,

F2 = - I , F3 = I 时 , 扰动衰减性能指标γ =

66 . 606 9 . 而本文的滤波器在式 (3) 时γ= 3 . 545 7 ,

可见本文设计的非脆弱滤波器具有明显的优越性.

例 2　考虑如下线性离散系统 :

x ( t + 1) =

- 0 . 2 0 . 1 0 . 4

0 . 7 - 0 . 1 0 . 1

- 0 . 3 - 0 . 2 - 0 . 1

x ( t) +

　 　 　 　

- 1 1

1 . 5 1

2 . 5 1

w ( t) ,

y ( t) = [1　 - 2　1 ] x ( t) + [0　0 . 9 ] w ( t) ,

z ( t) = [ - 2　1　 - 2 ] x ( t) .

　　非脆弱滤波器中的已知参数为

H1 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

, H3 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

,

E1 = 0 . 03 3
1 1 1

1 1 1

- 1 1 - 1

,

E3 = 0 . 01 3
1 1 1

1 1 1

1 1 1

,

H2 = 1 , E2 = 0 . 02 ,

ρ1 = 1 ,ρ2 = 1 ,ρ3 = 1 .

　　应用 Matlab L MIToolbox求解优化问题 (20) ,

可得最优γ = 5 . 730 0时的滤波器参数为

A F =

- 0 . 320 5 0 . 230 6 0 . 222 5

0 . 314 5 0 . 542 8 - 0 . 315 2

- 0 . 012 0 - 0 . 522 5 0 . 072 5

,

B F =

0 . 155 9

0 . 374 2

- 0 . 119 7

,

CF = [ - 1 . 206 9　1 . 070 9　 - 1 . 492 1 ].

　　为了说明非脆弱滤波器设计方法的优越性 ,下

面与常规滤波器 (Δ1 =Δ2 =Δ3 = 0) 进行比较.常规

滤波器的最优扰动衰减性能指标γopt = 5 . 547 8 .当

常规滤波器的参数发生式 (4) 的变化 ,即取 F1 = I ,

F2 = - I , F3 = I 时 , 扰动衰减性能指标γ =

7 . 389 0 . 而本文的滤波器在式 (3) 时γ = 5 . 730 0 ,

可见本文设计的非脆弱滤波器具有明显的优越性.

5　结 　　论
　　本文研究了具有乘性滤波器参数变化的线性

系统的非脆弱 H∞滤波器设计问题 ,并基于线性矩

阵不等式方法 ,同时给出了线性连续系统和离散系

统非脆弱 H∞滤波器存在的充要条件.所设计的非

脆弱 H∞滤波器既能使滤波误差系统稳定 ,又能保

证系统具有一定的 H∞性能.本文方法还可推广到

参数不确定系统的鲁棒非脆弱 H∞滤波器的设计.
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4) 的期望值为

E ( �d1 ) = 0 . 489 4 , E ( �d2 ) = 0 . 518 2 ,

E ( �d3 ) = 0 . 493 9 , E ( �d4 ) = 0 . 499 0 .

　　显然 ,有 E ( �d2 ) > E ( �d4 ) > E ( �d3 ) > E ( �d1 ) ,因

此 ,相应方案的优先次序为 x2 : x4 : x3 : x1 ,故最

优方案为 x2 .该结果与文献[6 ]的结果相同 ,而本文

方法要比文献 [6 ]的方法简单. 因为本文的最优权

重模型只有 9个未知自变量 ,而文献[6 ]需求解含有

54个未知自变量的优化模型.

5　结 　　论
　　本文进一步研究了只有部分权重信息且决策者

对方案的偏好信息以三角模糊数互反判断矩阵形式

给出的模糊多属性决策问题.本文建立了一个基于

主观偏好信息和客观决策信息的极小化极大偏差模

型.通过求解线性规划问题得到属性的权重向量 ,并

利用简单的加权集结方法 ,得到了方案的排序.本文

方法包含了主观和客观信息 ,因此 ,要优于现有的主

观模糊决策方法.同时 ,该方法也可用于多人多属性

的模糊多属性决策问题.
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