
© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 23卷 第 6期
Vol. 23 No. 6

控　制　与　决　策
Cont rol and Decision

2008年 6月
　　J un. 2008

收稿日期 : 2007204202 ; 修回日期 : 2007207211.

基金项目 : 国家自然科学基金重点项目 (60234010) ; 航空科学基金项目 (05 E52031) .

作者简介 : 张军峰 (1979—) ,男 ,江苏建湖人 ,博士生 ,从事机器学习、故障预报的研究 ; 胡寿松 (1937—) ,男 ,浙江

慈溪人 ,教授 ,博士生导师 ,从事复杂系统的可靠控制等研究.

　　文章编号 : 100120920 (2008) 0620660205

基于一类局部固定核的支持向量回归建模
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摘　要 : 在考虑样本向量相似性的基础上 ,提出一种核函数———高斯余弦核 ,并证明了该核是一类局部固定核.局部

固定核同时描述了样本全局和局部结构 ,因而高斯余弦核可将样本数据映射到信息描述更为丰富的特征空间.将该

核用于 Logistic混沌时间序列和煤气炉数据集的支持向量回归建模与预测 ,仿真结果表明所提出的方法能有效地提

高预测精度 ,而且不增加算法的复杂度.
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Abstract : A kernel , denoted as Gauss2Cos , is p resented based on considering the similarity of the sample vectors ,

which is p roved as a class of locally stationary kernel . The global and local st ructures of the samples are described. So

the proposed kernel can map the samples into desirable feature space with more information. Finally , it is applied to

the modeling and prediction of Logistic chaotic time series and gas furnace data set based on support vector regression

(SVR) method. The simulation result s indicate that the proposed method can effectively improve the prediction

precision , which is not at the price of increasing the algorithmic complexity.
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1　引　　言
　　系统建模与预测已在控制领域得到广泛的应

用.对于非线性系统 ,系统模型的建立并没有统一的

方法 ,一般运用神经网络加以实现.然而 ,神经网络

存在局部极小点、过学习以及结构选择过分依赖于

经验等固有缺陷 ,严重降低了应用效果.与常规神经

网络基于经验风险最小化原理不同 ,由 Vap nik [1 ]等

人创立的支持向量机 ( SVM)遵循了结构风险最小

化原理 ,而且集成了最大间隔超平面、Mercer 核、凸

二次规划、稀疏解和松弛变量等多项技术 ,使其可以

将非线性问题转化为线性问题 ,并得到全局最优解.

　　支持向量回归[2 ] ( SV R)在系统建模中的应用 ,

实际上是通过核将数据映射到高维特征空间进行线

性回归的学习过程.因此 ,在神经网络应用中的结构

选择问题便转变为 SVR中选择合适的核函数问题.

近年来 ,核学习引起了国内外众多学者的广泛关注 :

利用量测输入输出数据之间相似性的核排列[3 ,4 ] ,

基于核函数基本性质的核混合[5 ,6 ] ,通过在核空间

上定义再生核 Hilbert 空间 ( R KHS) 引出的超越

核[7 ,8 ]等 ,当然还包括诸如文本、结构化数据等特定

核的研究. 文献 [ 5 ]将核混合用于多输入单输出

(MISO)系统建模 ,取得了很好的效果 ,然而核混合

的权 重 系 数 难 以 确 定. 为 了 解 决 该 问 题 ,

Lanckriet [6 ]将标准的 SVM学习的线性约束下二次

规划问题转化为二次约束下的二次规划问题 ,提出

了多重核学习 (M KL) ,然而核的混合必然加重运算

负担.

　　利用 SVR进行系统建模与预测 ,其效果主要取

决于高维特征空间中数据分布对原始数据的表达能

力.一般常用的核函数是基于距离的高斯核 ,本文在
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高斯核的基础上引入数据之间的角度余弦函数 ,提

出一类局部固定核———高斯余弦核 ( Gauss2Cos

Kernel) .高斯余弦核可以增强数据在高维特征空间

中的表达能力 ,从而提高 SVR系统建模与预测的效

果.本文首先简要介绍支持向量回归与核排列 ;然后

提出高斯余弦核 ;最后将其应用于 Logistic 混沌时

间序列和煤气炉数据集的建模与预测 ,取得了良好

的效果 ,进而验证了方法的有效性.

2　支持向量回归与核排列
2 . 1　支持向量回归

　　对于回归问题 ,假设给定的样本

S = { ( x1 , y1 ) , ( x2 , y2 ) , ⋯, ( xn , y n) } . (1)

其中 : xi ∈Rm , y i ∈R.

　　首先用一个非线性映射Φ将数据映射到一个

高维特征空间 ;然后在高维空间中对新样本 xnew 进

行线性回归

f ( xnew ) = wTΦ( xnew ) + b. (2)

　　定义ε不敏感损失函数

| y i - f ( xi ) |ε =

0 , | y i - f ( xi ) | ≤ε;

| y i - f ( xi ) | -ε, | y i - f ( xi ) | >ε.
(3)

　　根据结构风险最小化原则 ,并引入松弛变量ξi

和ξ3
i ,回归问题在一阶范数软间隔约束下可归结为

如下优化问题 :

min
w ,ξ,ξ3

1
2
〈w , w〉+ C∑

n

i = 1

(ξi +ξ3
i ) . (4)

s. t . y i -〈w ,Φ( xi )〉- b ≤ε+ξi ,

　　〈w ,Φ( xi )〉+ b - y i ≤ε+ξ3
i ,

　　ξi ,ξ3
i ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯, n.

　　应用拉格朗日乘子法求解该具有线性不等式

约束的二次规划问题 ,可得到该优化问题的对偶形

式如下 :

max
α,α3

-
1
2 ∑

n

i , j = 1

(αi - α3
i ) (αj - α3

j ) K( xi , xj ) -

　　ε∑
n

i = 1

(αi +α3
i ) + ∑

n

i = 1
y i (αi - α3

i ) . (5)

s. t . ∑
n

i = 1

(αi - α3
i ) = 0 ,

　　0 ≤αi ,α3
i ≤C , i = 1 ,2 , ⋯, n.

其中 K( xi , xj ) 为满足 Mercer条件[1 ] 的核函数.

　　由于 SVM的稀疏性 ,二次规划 (5) 的解中只有

少量样本的系数 (αi -α3
i ) 不为 0 ,系数不为 0所对应

的样本 ( xi , yi ) 就是支持向量 ( SV) . 设支持向量个

数为[ nsv ] ,因而回归函数形式为

f ( xnew ) = ∑
nSV

i = 1

(αi - α3
i ) K( xnew , xi ) + b. (6)

2 . 2　核 排 列

　　核选择在基于核的机器学习问题上具有举足

轻重的作用. Cristianini 等[3 ] 通过度量核函数与目

标之间的相似度提出了核排列的方法 ,用以解决支

持向量分类学习中的模型选择问题 ;然后又将其推

广到回归领域[4 ] .对于给定的样本 S , SVR中核排列

如下 :

A ( S , K1 , K2 ) =
〈 K1 , K2〉F
〈 K1 , K1〉F〈 K2 , K2〉F

. (7)

其中 :〈 K1 , K2〉F = ∑
n

i , j = 1
K1〈xi , xj ) K2 ( xi , xj ) , K1 为

SV R中待选核 , K2 = yy′为秩等于1的目标核 , y i =

y i - �y , �y表示均值.

　　文献[4 ] 证明了核排列中 A ( S , K1 , K2 ) 值越

大 ,基于核函数 K1 的 SVR的泛化性能越好.因此 ,

本文主要运用 A ( S , K1 , K2 ) 来衡量下面提出的高

斯余弦核较一般的高斯核是否具有优越性.

3　高斯余弦核
3 . 1　核的定义与性质

　　定义 1 (Mercer核的等价定义) [9 ] 　称 K( x , z)

是 Mercer核 ,如果 K( x , z) 是χ×χ上的连续对称函

数 ,χ是 R m上的紧集 ,且 K( x , z) 关于任意的 x , z ∈

χ的 Gram矩阵半正定.

　　根据定义 1 ,可知核具有如下性质 :

　　设 K1 和 K2 是χ×χ上的核 ,χΑ Rm .设常数 a

≥0 , p ( x) 是系数全为正数的多项式 ,则下面的函数

均是核 :

K( x , z) = K1 ( x , z) + K2 ( x , z) , (8)

K( x , z) = a K1 ( x , z) , (9)

K( x , z) = K1 ( x , z) K2 ( x , z) , (10)

K( x , z) = p ( K1 ( x , z) ) . (11)

　　定义 2[10 ] 　称 K( x , z) 是固定核 ,若该核函数

满足 K( x , z) = K( x - z) ,即平移不变性.

　　显然 ,固定核由滞后矢量 ( x - z) 确定 ,是关于

( x - z) 距离与角度的函数.因此 ,固定核有时被称

作各向异性的固定核.若固定核仅由滞后矢量 ( x -

z) 的距离 (即 ‖x - z‖) 确定 ,则该固定核称为等方

固定核.高斯核函数即是一典型的等方固定核.

　　定义 3[10 ] 　称 K( x , z) 是局部固定核 ,若

K( x , z) = K1 ( x + z
2 ) K2 ( x - z) .

其中 : K1 是非负函数 , K2 是固定核.

　　通过考察定义可知 ,若 K1 为正常数 ,则局部固

定核退化为固定核 ,即固定核是局部固定核的一个

特例.选择 ( x + z) / 2作为 K2 的变量 ,是因为该变量

可以反映样本 x与 z 的中心信息.若假设 K2 (0) =

166
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1 ,则 K( x , x) = K1 ( x) K2 (0) = K1 ( x) ,即 K1 ( x) 描

述了样本全局的结构.另一方面 ,由于固定核具有平

移不变性 , K2 ( x - z) 描述了样本局部的结构.因此 ,

局部固定核可以同时描述样本全局和局部的结构 ,

从而增强样本在特征空间的表示能力 ,达到提高

SVM学习效果的目的.

3. 2　Gauss2Cos核

　　在将 SV R用于建模或预测时 ,相似性度量起着

相当重要的作用.以高斯核为例 ,样本向量之间的相

似性就是通过 Euclidean距离来度量的.然而 ,两个

样本向量之间的相似性度量不一定局限于距离函

数 ,它们夹角的余弦函数

S ( si , x) = cos (θi ) =
〈si , x〉
‖si ‖2 ‖x‖2

, (12)

也是衡量相似性的有效测度.若 co s (θi ) > cos (θj ) ,

Π j ≠ i成立 ,则认为未知样本 x与样本 s i最相似.

　　对给定的样本点 xi 进行如下预处理 :

xi =
xi - �x
‖xi - x

-
‖2

, y i =
y i - �y
‖xi - x

-
‖2

. (13)

其中 :�x表示输入样本向量的均值向量 , �y 表示输出
样本均值 , i = 1 ,2 , ⋯, n.此时线性核函数即可视为

样本之间夹角的余弦函数 ,因为

K( xi , xj ) =〈xi , xj〉=

〈xi , xj〉
‖xi ‖2 ‖xj ‖2

= cos ( xi , xj ) . (14)

此时 ,定义一个如下所示的函数 :

KGC ( xi , xj ) =

1 +〈xi , xj〉
2
·exp ( -
‖xi - xj ‖2

2σ2 ) . (15)

　　命题 1　KGC 是核函数 ,且是一个局部固定核.

　　证明 　由于

KGC ( xi , xj ) =

1 +〈xi , xj〉
2
·exp ( -
‖xi - xj ‖2

2σ2 ) =

1
2 [exp ( -

‖xi - xj ‖2

2σ2 ) +〈xi , xj〉·

exp ( -
‖xi - xj ‖2

2σ2 ) ] ,

根据核的性质 (8) ～ (10) 可知 ,函数 KGC ( xi , xj ) 是

核函数.

　　又由式 (12) 可知 , ‖xi ‖2 = 1 ,其中 i = 1 ,2 ,

⋯, n ,则

1 +〈xi , xj〉
2

=

‖xi ‖2 + ‖xj ‖2 + 2〈xi , xj〉
4

=

‖ xi + xj

2 ‖
2

,

即

KGC ( xi , xj ) =

‖ xi + xj

2 ‖
2
·exp ( -
‖xi - xj ‖2

2σ2 ) .

于是 ,由局部固定核的定义可知 ,核函数 KGC ( xi , xj )

是一个局部固定核. □

　　KGC 同时具备基于距离和角度的相似性测度 ,

且一部分因子为高斯核 ,另一部分含有余弦的信息 ,

故称作高斯余弦核. KGC 作为一个局部固定核 ,不仅

可以描述样本全局和局部的结构 ,而且相对于混合

核[5 ,6 ] ,并没有引入额外的待定参数.

4　仿真实验
　　将本文提出的高斯余弦核应用于 Logistic混沌

时间序列和煤气炉数据集的 SVR建模与预测 ,并与

普通的高斯核以及核混合的结果进行对比.以均方

根误差 ( RMSE) 作为性能指标来衡量不同方法对训

练数据的拟合效果以及对测试数据的预测效果.

RMSE = ∑
n

i = 1

( y ( i) - ŷ ( i) ) 2 / n. (16)

其中 : y ( i) 和 ŷ ( i) 分别为样本的输出实际值和预测

值 , n表示样本的数目.

　　在使用训练样本进行学习时 ,首先应对样本进

行式 (13) 所示预处理 ,对数据的预测结果也要进行

相应的反处理. 以下实验均在 PC 机 (AMD 1. 8

GHz , 256 Mb内存) 上 Matlab 6. 5 运行环境下完

成.该仿真实验所涉及的优化问题 (基于高斯核或高

斯余弦核的 SV R是线性约束下二次规划问题 ,基于

混合核的多重核学习 SV R是二次约束下二次规划

问题) 都是利用 MOSE K优化软件包 ,基于内点

法[11 ] 求解 , 可在 ht tp :/ / www. mo sek. com 下载

MOSE K及其使用手册.

4. 1　Logistic混沌时间序列

　　Logistic时间序列

x ( k + 1) = a·x ( k) ·(1 - x ( k) ) , (17)

设 a = 4 .此时系统成为混沌状态 ,初始值为 0 . 1 ,产

生 1 000 个数据.选取其中 150 个数据作为训练样

本 ,另 500个数据作为测试样本.仿真中选取嵌入维

数为 4 ,即输入输出数据为

xi =

[ x ( i - 4) 　x ( i - 3) 　x ( i - 2) 　x ( i - 1) ] ,

y i = x ( i) .

　　SVR学习中所需的参数如下 :不敏感参数ε,正

则化因子 C ,高斯核与高斯余弦核的核参数σ均由基

于交叉验证的网格搜索方法获得.仿真结果如表 1

所示.其中 :核混合由高斯核与线性核组成 , A ( Str)

表示训练数据的核排列值 , A ( St s) 表示测试数据的

266
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表 1　Logistic混沌时间序列仿真结果

核函数 高斯核 高斯余弦核 核混合

正则化因子 C 100 50 50

不敏感参数ε 0 . 05 0 . 05 0 . 05

核参数σ 0 . 45 0 . 6 0 . 75

拟合 RMSE 0. 026 2 0. 025 4 0. 024 7

预测 RMSE 0 . 030 7 0 . 028 4 0 . 027 6

A ( St r) 0 . 074 6 0 . 113 2 0 . 121 0

A ( St s) 0 . 051 6 0 . 087 4 0 . 101 5

| nSV | 35 30 32

时间 / s 0 . 5 0 . 5 1 . 1

核排列值.

　　由表 1可看出 ,高斯余弦核相对于普通高斯核

可以在保持优化算法复杂度的前提下 (优化时间相

等) ,提高模型预测的精度.其中 :拟合的 RMSE性

能指标下降了3 . 1 % ,预测的RM SE性能指标下降

了 7 . 5 %.这些成果是在减少支持向量的基础上取

得的 ,这是由于高斯余弦核可以同时描述样本全局

和局部结构.基于核混合的多重核学习支持向量回

归 (M KL2SVR) 虽然提高了模型预测的精度 ,但其

代价是支持向量数目增加 ,优化速度减慢 ,而且若加

大训练样本的规模 ,这种代价将更加昂贵.训练数据

和测试数据的核排列值也反映了基于高斯余弦核的

核矩阵比普通高斯核更相似于目标核.

4 . 2　煤气炉数据集

　　煤气炉数据集[12 ] 由 296对输入2输出数据构
成 ,如图1所示 .输入数据表示空气流入速度 ,输出

图 1　煤气炉数据集

数据表示煤气炉排放气体中 CO2 的浓度.

　　为了构建煤气炉模型 ,可设 y ( i) 为系统的期望

输出 ,系统的输入向量

xi = [ y ( i - 1) , y ( i - 2) , y ( i - 3) ,

u( i - 1) , u( i - 2) , u( i - 3) ]. (18)

如此可获得 293个输入输出样本 ,选取其中下标为

奇数的样本作为训练样本 ,下标为偶数的样本作为

测试样本. SVR学习中所需的参数均由基于交叉验

证的网格搜索方法获得 ,仿真结果如表 2所示.

表 2　煤气炉数据集仿真结果

核函数 高斯核 高斯余弦核

正则化因子 C 100 50

不敏感参数ε 0 . 05 0 . 05

核参数σ 0 . 4 0 . 6

拟合 RMSE 0 . 208 5 0 . 238 4

预测 RMSE 0 . 351 2 0 . 324 5

A ( St r) 0 . 419 6 0 . 448 6

A (St s) 0 . 424 0 0 . 455 1

nSV 68 61

时间 / s 0 . 5 0 . 5

　　由表 2可看出 ,基于高斯余弦核与普通高斯核

的 SV R相比 ,优化时间相等 ,拟合的 RMSE性能指

标前者不如后者 ,其原因在于后者拥有更多的支持

向量.然而 ,预测的 RMSE性能指标前者比后者下

降了 7. 6 % ,支持向量减少了 7 个.由此可见 ,高斯

余弦核的引入对于支持向量回归的建模与预测是卓

有成效的 ,而且不以存储内存、训练时间以及泛化性

能为代价.另一方面 ,从训练数据和测试数据的核排

列值看 ,由高斯余弦核生成的核矩阵与目标核更为

相似 ,以此也可得出高斯余弦核优于普通高斯核的

结论.

5　结 　　论
　　基于统计学习理论的支持向量机 ,通过核函数

将输入向量映射到一个高维特征空间 ,从而实现数

据线性可分 ,然后利用线性学习器.因此 ,支持向量

机的学习能力往往取决于核函数的选择和设计.新

兴发展的核混合由于集成了多个核函数 ,可实现输

入向量在特征空间较好的分布.然而 ,计算和存储核

需要额外的开销 ,而且引入权系数必然导致算法复

杂度的增加.

　　本文在集合向量之间相似性的两个测度———距

离和角度余弦 ,定义了高斯余弦核 ,并证明该核函数

属于局部固定核.由于局部固定核的固有特性 ,使本

文提出的高斯余弦核在建模与预测中显示出良好的

性能.由仿真实验可以看出 ,该核在不牺牲算法复杂
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度为代价的前提下 ,可有效地提高预测精度 ,且支持

向量的个数相对于普通高斯核有所减少 ,增强了模

型的泛化性能.
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