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具有时滞和的连续系统的时滞相关稳定性
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(北京科技大学 a.应用科学学院 , b.信息工程学院 , 北京 100083)

摘　要 : 针对一类状态向量中含有时滞和的连续系统 ,研究其时滞相关稳定性问题.通过构造新的 Lyapunov函数 ,

获得了保证系统稳定、基于线性矩阵不等式的时滞相关充分条件 ,该条件不需要对原系统进行模型变换.数值算例表

明 ,所得到的结论较已往文献具有较小的保守性.
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Abstract : The delay2dependent stability for continuous systems with two additive time2varying delay component s is

studied. By int roducing a new Lyapunov function , an L MI approach is used to derive a delay2dependent sufficient

condition which can guarantee the system asymptotically stable. The model t ransformation is unnecessary. An

example shows that the conclusion obtained has less conservativeness than the existing ones.

Key words : Additive delay component s ; Delay2dependent ; L MI

1　引　　言
　　时滞现象经常出现在各种工程、生物和经济系

统中 ,常常导致系统不稳定 ,影响系统的性能 ,因而

引起了众多学者的广泛关注.常见的时滞系统为

Ûx ( t) = A x ( t) + B x ( t - d ( t) ) . (1)

其中 d ( t) 为系统的状态时滞 ,满足

0 ≤ d ( t) ≤�d < ∞, 　Ûd ( t) ≤τ< ∞.

　　许多关于时滞系统的研究成果大多是基于系

统 (1) 提出的[124 ] . 在这种系统中 ,状态时滞是一种

单一或简单的形式.然而在实际应用中 ,有时信号从

一点传送到另一点可能要经过一些网络节点 ,而这

些节点在网络传播过程中可能导致一些具有不同特

性的时滞出现 ,例如图 1所示的网络化控制系统.

　　图 1中存在 2个时滞 :传感器与控制器之间的

通信时滞 ds ( t) ;控制器与执行器之间的通信时滞

da ( t) .在网络传播过程中 2个时滞的特性并不完全

相同 ,因而不能将其合并一起进行研究.当被控对象

图 1　网络化控制系统

和状态反馈控制器分别以Ûx( t) = Ax( t) + Bu( t) 和

uc ( t) = Kx c ( t) 的形式给出时 ,闭环系统为

Ûx ( t) = A x ( t) + B K x ( t - ds ( t) - da ( t) ) . (2)

　　系统 (2) 和系统 (1) 的不同之处是在状态变量

x ( t) 中存在 2个时滞 ,而且这 2 个时滞满足如下关

系 :

0 ≤ ds ( t) ≤�ds < ∞, 　Ûds ( t) ≤τs < ∞,

0 ≤ da ( t) ≤�da < ∞, 　Ûda ( t) ≤τa < ∞. (3)

　　另一方面 ,在研究系统 (1) 的时滞相关稳定性

问题时 ,经常采用的 L yap unov函数为

　　　V ( x ( t) , t) =
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　　　x T ( t) Px ( t) +∫
t

t - d( t)
x T ( s) Qx ( s) ds +

　　　∫
0

- �d∫
t

t+θ
Ûx T ( s) ZÛx ( s) dsdθ. (4)

式中 : P > 0 , Z > 0 , Q > 0 .但在 V ( x ( t) , t) 的求导

过 程 中 , - ∫
t

t - �d
Ûx T ( s) ZÛx ( s) ds 经 常 放 大 为

-∫
t

t- d( t)
Ûx T ( s) ZÛx ( s) ds ,见文献[5 28 ].事实上

-∫
t

t - �d
Ûx T ( s) ZÛx ( s) ds = 　

-∫
t

t - d( t)
Ûx T ( s) ZÛx ( s) ds -

∫
t- d( t)

t- �d
Ûx T ( s) ZÛx ( s) ds. 　 (5)

而在 文 献 [5 28 ] 中 , ÛV ( x ( t) , t) 中 的 积 分 项

-∫
t- d( t)

t- �d
Ûx T ( s) ZÛx ( s) ds被省略了 ,这显然会带来一定

的保守性.

2　问题描述
　　考虑如下时滞系统 :

Ûx ( t) = A x ( t) + B x ( t - d1 ( t) - d2 ( t) ) ,

x ( t) = <( t) , t ∈[ - �d ,0 ].
(6)

其中 : x ( t) ∈Rn 是系统的状态向量 ; d1 ( t) 和 d2 ( t)

是系统状态的 2个时滞部分 ,满足

0 ≤ d1 ( t) ≤�d1 < ∞, Ûd1 ( t) ≤τ1 < ∞,

0 ≤ d2 ( t) ≤�d2 < ∞, Ûd2 ( t) ≤τ2 < ∞, (7)

其中 �d λ �d1 + �d2 .

　　针对系统 (6) ,本文构造新的 L yap unov函数.

保留式 (5) 中被省略的积分项 ,设计时滞相关稳定

条件 ,使得系统 (6) 对于满足式 (7) 的时滞 d1 ( t) 和

d2 ( t) 是渐近稳定的.

3　主要结果及证明
　　定理 1　如果存在矩阵 P > 0 , R > 0 , Q1 > Q2

> 0 , Q3 > Q4 > 0 , Zi > 0 , i = 1 , ⋯,6 ,且 Z1 > Z2

+ Z3 , Z4 > Z5 + Z6 以及适当维数的矩阵

N =

N 1

N 2

N 3

N 4

N 5

, S =

S1

S2

S3

S4

S5

, M =

M1

M2

M3

M4

M5

, W =

W 1

W 2

W 3

W 4

W 5

,

V =

V 1

V 2

V 3

V 4

V 5

, Y =

Y1

Y2

Y3

Y4

Y5

, T =

T1

T2

T3

T4

T5

,

使得下面线性矩阵不等式成立 :‘

Ω: =

Φ �d 1 N �d 2 S ( �d1 + �d2) M ( �d1 + �d2) W

3 - �d1 Z1 0 0 0

3 3 - �d2 Z2 0 0

3 3 3 - ( �d1 + �d2) ( Z2 + Z5) 0

3 3 3 3 - ( �d1 + �d2) Z3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

→

←

�d2V �d 1 Y ( �d1 + �d2) T A T
cΠ99

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

- �d2 Z4 0 0 0

3 - �d1 Z5 0 0

3 3 - ( �d1 + �d2) Z6 0

3 3 3 - Π99

< 0 . (8)

其中

Φ =Φ1 +Φ2 +ΦT
2 ,

Φ1 =

Σ 0 0

3 - (1 - τ1 ) ( Q1 - Q2 ) 0

3 3 - (1 - τ2 ) ( Q3 - Q4 )

3 3 3
3 3 3

→

←

PB 0

0 0

0 0

- (1 - τ1 - τ2 ) ( Q2 + Q4 ) 0

3 - R

< 0 ,

Φ2 =

[ N + V 　 - N + S + W 　Y + T - V →

← - Y + M - S 　 - W - T - M ] ,

Σ = PA + A T P + Q1 + Q3 + R ,

A c = [ A 　0　0　B 　0 ] ,

Π99 = �d1 Z1 + �d2 ( Z2 + Z3 ) + �d2 Z4 +

　　　�d1 ( Z5 + Z6 ) ,

则系统 (6) 是渐近稳定的.

　　证明 　构造新的 L yap unov函数

V ( x ( t) , t) =

V 1 ( x ( t) , t) + V 2 ( x ( t) , t) + V 3 ( x ( t) , t) +

V 4 ( x ( t) , t) + V 5 ( x ( t) , t) + V 6 ( x ( t) , t) .

其中

V 1 ( x ( t) , t) = x T ( t) Px ( t) ,

V 2 ( x ( t) , t) =∫
t

t- �d1 - �d2

x T ( s) Rx ( s) ds ,

V 3 ( x ( t) , t) =

517
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　　　　∫
t

t - d1 ( t)
x T ( s) Q1 x ( s) ds +

　　　　∫
t - d1 ( t)

t- d1 ( t) - d2 ( t)
x T ( s) Q2 x ( s) ds ,

　　　　V 4 ( x ( t) , t) =

　　　　∫
0

- �d1∫
t

t+θ
Ûx T ( s) Z1 Ûx ( s) dsdθ+

　　　　∫
- �d1

- �d1 - �d2∫
t

t+θ
Ûx T ( s) ( Z2 + Z3 ) Ûx ( s) dsdθ,

　　　　V 5 ( x ( t) , t) =

　　　　∫
t

t - d2 ( t)
x T ( s) Q3 x ( s) ds +

　　　　∫
t - d2 ( t)

t- d1 ( t) - d2 ( t)
x T ( s) Q4 x ( s) ds ,

　　　　V 6 ( x ( t) , t) =

　　　　∫
0

- �d2∫
t

t+θ
Ûx T ( s) Z4 Ûx ( s) dsdθ+

　　　　∫
- �d2

- �d1 - �d2∫
t

t+θ
Ûx T ( s) ( Z5 + Z6 ) Ûx ( s) dsdθ.

式中 : P > 0 , Qi > 0 ( i = 1 , ⋯,4) 和 Zi > 0 ( i = 1 ,

⋯,6) 为满足式 (8) 的矩阵.

　　对 V ( x ( t) , t) 沿系统 (6) 的轨线求导 ,可得

ÛV 1 ( x ( t) , t) =

x T ( t) ( PA + A T P) x ( t) +

2 x T ( t) PB x ( t - d1 ( t) - d2 ( t) ) ;

ÛV 2 ( x ( t) , t) =

x T ( t) Rx ( t) - x T ( t - �d1 - �d2 ) Rx ( t - �d1 - �d2 ) ;

ÛV 3 ( x ( t) , t) =

x T ( t) Q1 x ( t) - x T ( t - d1 ( t) ) ( Q1 - Q2 ) x ( t -

d1 ( t) ) + Ûd1 ( t) x T ( t - d1 ( t) ) ( Q1 - Q2 ) x ( t -

d1 ( t) ) - (1 - Ûd1 ( t) - Ûd2 ( t) ) x T ( t - d1 ( t) -

d2 ( t) ) Q2 x ( t - d1 ( t) - d2 ( t) ) ≤

x T ( t) Q1 x ( t) - (1 - τ1 ) x T ( t - d1 ( t) ) ( Q1 -

Q2 ) x ( t - d1 ( t) ) - (1 - τ1 - τ2 ) x T ( t -

d1 ( t) - d2 ( t) ) Q2 x ( t - d1 ( t) - d2 ( t) ) ,

Q1 > Q2 > 0 ;

ÛV 4 ( x ( t) , t) =

�d1 Ûx T ( t) Z1 Ûx ( t) -∫
t

t- �d1

Ûx T ( s) Z1 Ûx ( s) ds +

�d2 Ûx T ( t) ( Z2 + Z3 ) Ûx ( t) -

∫
t - �d1

t - �d1 - �d2

Ûx T ( s) ( Z2 + Z3 ) Ûx ( t) ds ≤

Ûx T ( t) [ �d1 Z1 + �d2 ( Z2 + Z3 ) ]Ûx ( t) -

∫
t

t - �d1

Ûx T ( s) Z1 Ûx ( s) ds +∫
t- d1 ( t)

t- �d1

Ûx T ( s) Z1 Ûx ( s) ds -

∫
t - �d1

t - �d1 - �d2

Ûx T ( s) ( Z2 + Z3 ) Ûx ( s) ds -

∫
t - d1 ( t)

t- �d1

Ûx T ( s) ( Z2 + Z3 ) Ûx ( s) ds =

Ûx T ( t) [ �d1 Z1 + �d2 ( Z2 + Z3 ) ]Ûx ( t) -

∫
t

t- d1 ( t)
Ûx T ( s) Z1 Ûx ( s) ds -

∫
t- d1 ( t)

t- �d1 - �d2

Ûx T ( s) ( Z2 + Z3 ) Ûx ( s) ds =

Ûx T ( t) [ �d1 Z1 + �d2 ( Z2 + Z3 ) ]Ûx ( t) -

∫
t

t- d1 ( t)
Ûx T ( s) Z1 Ûx ( s) ds -

∫
t- d1 ( t)

t- d1 ( t) - d2 ( t)
Ûx T ( s) Z2 Ûx ( s) ds -

∫
t- d1 ( t) - d2 ( t)

t- �d1 - �d2

Ûx T ( s) Z2 Ûx ( s) ds -

∫
t- d1 ( t)

t- �d1 - �d2

Ûx T ( s) Z3 Ûx ( s) ds , Z1 > Z2 + Z3 > 0 ;

同理

ÛV 5 ( x ( t) , t) ≤

x T ( t) Q3 x ( t) - (1 - τ2 ) x T ( t - d2 ( t) ) ( Q3 -

Q4 ) x ( t - d2 ( t) ) - (1 - τ1 - τ2 ) x T ( t - d1 ( t) -

d2 ( t) ) Q4 x ( t - d1 ( t) - d2 ( t) ) ;

ÛV 6 ( x ( t) , t) ≤

Ûx T ( t) [ �d2 Z4 + �d1 ( Z5 + Z6 ) ]Ûx ( t) -

∫
t

t- d2 ( t)
Ûx T ( s) Z4 Ûx ( s) ds -

∫
t- d2 ( t)

t- d1 ( t) - d2 ( t)
Ûx T ( s) Z5 Ûx ( s) ds -

∫
t- d1 ( t) - d2 ( t)

t- �d1 - �d2

Ûx T ( s) Z5 Ûx ( s) ds -

∫
t- d2 ( t)

t- �d1 - �d2

Ûx T ( s) Z6 Ûx ( s) ds.

　　利用牛顿2莱布尼兹公式 ,以下方程对于适当维

数的 N , S , M , W ,V , Y , T成立 :

α1 ( t) :=

2ξT ( t) N [ x ( t) - x ( t - d1 ( t) ) -

∫
t

t- d1 ( t)
Ûx ( s) ds] = 0 ,

α2 ( t) :=

2ξT ( t) S [ x ( t - d1 ( t) ) - x ( t - d1 ( t) -

d2 ( t) ) -∫
t- d1 ( t)

t- d1 ( t) - d2 ( t)
Ûx ( s) ds] = 0 ,

α3 ( t) :=

2ξT ( t) M[ x ( t - d1 ( t) - d2 ( t) ) -

x ( t - �d1 - �d2 ) -∫
t - d1 ( t) - d2 ( t)

t- �d1 - �d2

Ûx ( s) ds] = 0 ,

α4 ( t) :=

2ξT ( t) W [ x ( t - d1 ( t) ) -

x ( t - �d1 - �d2 ) -∫
t - d1 ( t)

t- �d1 - �d2

Ûx ( s) ds] = 0 ,

617
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　　α5 ( t) :=

　　2ξT ( t) V [ x ( t) - x ( t - d2 ( t) ) -

　　∫
t

t- d2 ( t)
Ûx ( s) ds] = 0 ,

　　α6 ( t) :=

　　2ξT ( t) Y [ x ( t - d2 ( t) ) - x ( t -

　　d1 ( t) - d2 ( t) ) -∫
t - d2 ( t)

t- d1 ( t) - d2 ( t)
Ûx ( s) ds] = 0 ,

　　α7 ( t) :=

　　2ξT ( t) T[ x ( t - d2 ( t) ) -

　　x ( t - �d1 - �d2 ) -∫
t - d2 ( t)

t- �d1 - �d2

Ûx ( s) ds] = 0 .

其中

ξ( t) =

[ x T ( t) 　x T ( t - d1 ( t) ) 　x T ( t - d2 ( t) ) →

← x T ( t - d1 ( t) - d2 ( t) ) 　x T ( t - �d1 - �d2 ) ]T .

所以

ÛV ( x ( t) , t) = ∑
6

i = 1
ÛV i ( x ( t) , t) + ∑

7

i = 1

αi ( t) ≤

ξT ( t) [Φ+ �d1 N Z - 1
1 N T + �d2 S Z - 1

2 S T +

( �d1 + �d2 ) M ( Z2 + Z5 ) - 1 M T + ( �d1 +

�d2 ) W Z - 1
3 W T + �d2 V Z - 1

4 V T + �d1 Y Z - 1
5 Y T +

( �d1 + �d2 ) TZ - 1
6 TT + A T

cΠ99 A c ]ξ( t) -

∫
t

t - d1 ( t)
[ξT ( t) N + Ûx T ( s) Z1 ] Z- 1

1 ×

[ N Tξ( t) + Z1 Ûx ( s) ]ds -

∫
t - d1 ( t)

t- d1 ( t) - d2 ( t)
[ξT ( t) S + Ûx T ( s) Z2 ] Z- 1

2 ×

[ S Tξ( t) + Z2 Ûx ( s) ]ds -

∫
t - d1 ( t) - d2 ( t)

t- �d1 - �d2

[ξT ( t) M + Ûx T ( s) ( Z2 +

Z5 ) ] ( Z2 + Z5 ) - 1 ×

[ M Tξ( t) + ( Z2 + Z5 ) Ûx ( s) ]ds -

∫
t - d1 ( t)

t- �d1 - �d2

[ξT ( t) W + Ûx T ( s) Z3 ] Z- 1
3 ×

[ W Tξ( t) + Z3 Ûx ( s) ]ds -

∫
t

t - d2 ( t)
[ξT ( t) V + Ûx T ( s) Z4 ] Z- 1

4 ×

[V Tξ( t) + Z4 Ûx ( s) ]ds -

∫
t - d2 ( t)

t- d1 ( t) - d2 ( t)
[ξT ( t) Y + Ûx T ( s) Z5 ] Z- 1

5 ×

[ Y Tξ( t) + Z5 Ûx ( s) ]ds -

∫
t - d2 ( t)

t- �d1 - �d2

[ξT ( t) T + Ûx T ( s) Z6 ] Z- 1
6 ×

[ TTξ( t) + Z6 Ûx ( s) ]ds. (9)

　　利用 Schur补性质 ,式 (8) 等价于

　Ω: =Φ+ �d1 N Z - 1
1 N T + �d2 S Z - 1

2 S T +

　　　( �d1 + �d2 ) M ( Z2 + Z5 ) - 1 M T + �d2 V Z - 1
4 V T +

　　　( �d1 + �d2 ) W Z - 1
3 W T + �d1 Y Z - 1

5 Y T +

　　　( �d1 + �d2 ) TZ - 1
6 TT + A T

cΠ99 A c < 0 .

又因为式 (9) 中 Zi > 0 , i = 1 , ⋯,6 ,所以

ÛV ( x ( t) , t) ≤λmax (Ω) ‖x ( t) ‖2 .

令ε= - λmax (Ω) ,则ε> 0 ,从而有

ÛV ( x ( t) , t) ≤-ε‖x ( t) ‖2 ,

所以系统 (6) 是渐近稳定的. □

4　数值算例
　　考虑时滞系统 (6) ,其中

A =
- 0 . 2 0

0 - 0 . 09
, B =

- 1 0

- 1 - 1
,

Ûd1 ( t) ≤0 . 1 , Ûd2 ( t) ≤0 . 8 .

利用定理 1及Matlab软件中的L MI工具箱 ,可得到

表 1和表 2 .

表 1　给定时滞界 �d1 ,最大时滞界 �d2 的比较

�d2 最大值
�d1

1 1 . 1

文献[7 ] 0 . 180 0 . 080

文献[8 ] 0 . 180 0 . 080

本文定理 1 0 . 199 0 . 095

表 2　给定时滞界 �d2 ,最大时滞界 �d1 的比较

�d1 最大值
�d2

0 . 2 0 . 3

文献[7 ] 0 . 980 0 . 080

文献[8 ] 0 . 980 0 . 880

本文定理 1 0 . 999 0 . 901

5　结 　　论
　　本文通过构造新的 L yap unov函数 ,讨论了一

类状态向量中含有时滞和的连续系统的时滞相关稳

定性 ,得到了基于 L MI的时滞相关稳定充分条件.

数值算例说明了所得到的结论具有较小的保守性.
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因素校正 (A PFC) ,其中用得最广的是 Boost2PFC.

单相 Boost2PFC的大信号瞬时值状态方程可写成

d iL

d t
=

1
L

u g -
1 - μ

L
V c ,

dV C

d t
= -

1
RC

V C +
1 - μ

C
i L ,

(15)

其中各变量的定义可参见文献[5 ].定义 e = Gu g -

R1 iL ,ε= Kpe , s =ε- h( t) ,其中 R1 , G, Kp > 0采用

控制律 (6) .利用定理 2 便可证明 ,只要系统参数满

足

　　　　　 Kp R 1 V m

L ( M +
ωL G

R 1
) <

2 A h

T h
,

图 2　两种模态下的 h( t) ,ε( t) 和μ( t)

　　　　　ωL G/ R1 < M - 1 ,

电流环就一定稳定 ,且存在 t1 > t0 使得 t ≥ t1 时

| e( t) | ≤A h / k p .其中 M = V c/ V m .

　　对单相Boo st2PFC进行Matlab仿真 ,取不同的

切换函数和参数 ,可得到不同的运行状态.图 2给出

了两种运行状态 ,图中从上到下的波形依次为 h( t) ,

ε( t) 和μ( t) .仿真结果验证了上述结论.用 PWM2准
滑模控制原理设计了一种单 / 三相 (10 A) PFC装

置 ,经测试 , 其输入电流接近正弦 , 功率因数 >

0 . 99 , 效率 > 0 . 96 ,样机已稳定运行 1年.

6　结 　　论
　　PWM2准滑模是用 VSC理论描述恒频 PWM

控制的新概念 ,借助这一概念 , PWM控制可直接用

VSC理论进行分析.分析表明 ,PWM控制系统存在

3种运行状态 ,满足一定的条件便能进入相应的状

态.分析结果为电力电子系统提供了一种非线性、大

信号的设计方法.
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