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摘　要 : 基于 n维超椭球面坐标变换公式 ,构造一类核函数———n维超椭球坐标变换核.由于是同维映射 ,且增大了

类间距离 ,这类核函数在一定程度上改善了支持向量机的性能.与其他核函数 (如高斯核)相比 ,将所构造的核函数用

于支持向量机 ,仅产生了很少的支持向量 ,因而大大加快了学习速度 ,改善了泛化性能.数值实验结果表明了所构造

的核函数的有效性和正确性.

关键词 : 支持向量机 ; 超椭球 ; 核函数

中图分类号 : TP391. 4　　　　文献标识码 : A

Hyper2ell ipsoid support vector machine classif iers

Z H A N G Qi n2l i1 ,2 , W A N G S hi2tong1 , GUO Qi3

(1. School of Information Engineering , Southern Yangtze University , Wuxi 214122 , China ; 2. Department of Basic

Science , North China Institute of Aerospace Engineering , Langfang 065000 , China ; 3. School of Science , Harbin

Institute of Technology , Harbin 150001 , China. Correspondent : ZHAN G Qin2li , E2mail : zhangql1972 @yahoo. com.

cn)

Abstract : A class of kernel functions , hyper2ellipsoid coordinate t ransform kernels with n dimensions , is proposed by

using n2dimensional hyper2ellipsoid coordinate t ransformation formula. The performance of support vector machine

(SVM) with n2dimensional hyper2ellipsoid kernels is enhanced , which is due to the same dimensional mapping

between input space and the feature space , and the enlarged spatial resolution. Compared with the conventional SVM

with Gaussian kernels , much less support vectors is required , which results in faster learning speed and better

generalization capability. Experimental result s show the effectiveness of the proposed hyper2ellipsoid support vector

classifier.
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1　引　　言
　　支持向量机是由 Vap nik等人提出的基于统计

学习理论的模式分类方法[1 ,2 ] .传统的机器学习方

法普遍采用经验风险最小化的原则 ,当样本是有限

样本时 ,这类方法是不合理的 ,因为需同时最小化经

验风险和置信范围.支持向量机 ( SVM)采用的是另

一种策略———结构风险最小化原则 ( St ruct ural risk

minimization) ,简称 SRM原则 ,即通过最大化分类

间隔来最小化泛化误差.基本思想是 :首先通过非线

性变换 ,将输入空间变换到一个高维的特征空间 ;然

后在特征空间中寻求最优分类面.因为非线性变换

是通过核函数实现的 ,所以并未使算法的复杂性随

维数的增加而增加 ,而且支持向量机仍仅用支持向

量来稀疏表示训练数据 ,因而压缩了训练数据[3 ] .

　　支持向量机有着严格的数学理论基础.它对有

限样本模式识别的一些根本问题进行了系统的理论

研究 ,建立了一整套行之有效的学习算法 ,因而使困

扰机器学习的许多问题 ,如模型选择与过学习、非线

性与维数灾、局部极小点与泛化能力等 ,得到了很大

程度的改善[4 ,5 ] .支持向量机的模型是自动选择的 ,

尤其突出的是他的泛化能力得到了很大的提高.基

于此 ,支持向量机已成功广泛地应用于分类和回归

领域 ,如文本分类、图像分类、手写字符识别、生物序

列分析、生物数据挖掘等[ 2 ,6 ,7 ] .
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　　非线性的支持向量机 ,无论用于分类还是回归 ,

本质上都是一种核方法[8 ] .支持向量机性能的好坏

在很大程度上取决于所利用的核函数.虽然 Smola

和 Evgeniou等人给出了 SVM 核与正则算子之间

的关系[9211 ] ,但迄今为止 ,尚没有一个明确的理论结

果指导人们如何根据具体的数据集选择一个性能良

好的核函数.现在已有许多 SVM学习算法[12215 ] ,它

们都对一种类型的数据集表现出良好的性能 ,而对

于不同类型数据集的效果则相差很大 ,特别是对数

据量大且含有噪音的数据集 ,效果很不理想 ,一是学

习速度慢 ,二是泛化性能差和分类正确率低.针对这

些问题 ,本文基于 n维超椭球坐标变换公式 ,提出一

类新的支持向量机———超椭球支持向量机.因为是

同维映射 ,所以经过核映射后 ,并没有提高数据的复

杂性.显然 ,极坐标变换公式、椭圆坐标变换公式、球

坐标变换公式、椭球坐标变换公式、柱坐标变换公式

和椭柱坐标变换公式都是 n维超椭球坐标变换公式

的特例 ,所以本文提出的超椭球支持向量机对多种

类型的数据集敏感 ,既能处理含有噪音的双螺旋线

数据 ,又能处理呈团状或椭球状的数据.这些数据本

来是线性不可分的 ,但经 n维超椭球坐标变换后就

变成了线性可分或近似线性可分的.数值实验结果

表明 ,该类支持向量机具有良好的性能 ,不仅支持向

量少、速度快 ,而且泛化能力和抗噪音能力强.

2　Mercer核
　　为方便后面的讨论 ,下面简单介绍一下 Mercer

核. 有关支持向量机的内容可参见文献 [1 ,2 ,16 ,

17 ].

　　非线性的支持向量机无论是分类还是回归都

通过核函数来实现特征空间的内积运算.现在使用

的核函数大都是 Mercer 核 ,即满足 Mercer 条件的

连续对称实函数.

　　定理 1[1 ] (Mercer 条件) 　对于任意的对称实

函数 K( x , x′) ,它是某个特征空间中的内积运算的

充分必要条件是 :对于任意的 f ( x) ≠0且∫f 2 ( x) d x

< ∞ ,有∫∫K( x , x′) f ( x) f ( x′) d xd x′> 0 .

　　定理 2[1 ] 　设 K1 和 K2 是 X ×X上的核 , X Α
Rn , K3是 Rm ×Rm上的核 , a ∈R+ , f ( x) 是定义在 X

上的一个实值函数 ,φ: X → Rm , B n×n 是一个半正定

矩阵 , P(·) 是一正系数多项式.则如下 9 个函数是

核函数 :

K1 ( x , z) + K2 ( x , z) ;

a K1 ( x , z) ;

K1 ( x , z) K2 ( x , z) ;

xB z T ;

p ( Ki ( x , z) ) , i = 1 ,2 ;

f ( x) f ( z) ;

exp ( Ki ( x , z) ) , i = 1 ,2 ;

K3 (φ( x) ,φ( z) ) ;

exp ( - ‖x - z‖2 /σ2 ) .

其中 x , z ∈ X.

3　超椭球支持向量机
　　超椭球支持向量机的核函数是 n维超椭球坐标

变换核 ,是同维映射的核函数.

　　n维超椭球坐标变换公式为

x1 = a1 rco sθ1 ,

x2 = a2 rsinθ1 cosθ2 ,

　　…

x n- 1 = an- 1 rsinθ1 ⋯sinθn- 2 cosθn- 1 ,

x n = an rsinθ1 ⋯sinθn- 2 sinθn- 1 .

(1)

其中 : ai > 0 , i = 1 ,2 , ⋯, n; r ≥0 ;0 ≤θi ≤π, i = 1 ,

2 , ⋯, n - 2 ,0 ≤θn- 1 < 2π.其逆变换公式为

r =
x2

1

a2
1

+
x2

2

a2
2

+ ⋯+
x2

n

a2
n

,

θn- 1 = f ( x n- 1 , x n)
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　　　…

θ1 = arccos( x1

a1
/

x2
1

a2
1

+
x2

2

a2
2

+ ⋯+
x2

n

a2
n
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(2)

其中

f ( x n- 1 , x n) =

arctan
an- 1 x n

a n x n- 1
, x n- 1 > 0 , x n ≥0 ;

π + arctan
an- 1 x n

a n x n- 1
, x n- 1 < 0 ;

2π + arctan
an- 1 x n

a n x n- 1
, x n- 1 > 0 , x n < 0 ;

π/ 2 , x n- 1 = 0 , x n > 0 ;

3π/ 2 , x n- 1 = 0 , x n < 0 ;

0 , x n- 1 = x n = 0 .

(3)

　　定理 3　下式为核函数 :

K1 ( X , Y) =

{ c +
x2

1

a2
1

+ ⋯+
x2

n

a2
n
· y2

1

a2
1

+ ⋯+
y2

n
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n

+
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其中 : X = ( x1 , x2 , ⋯, x n) , Y = ( y1 , y2 , ⋯, y n) , d

∈N , c ∈R.

　　定理 4　下式为核函数 :

K2 ( X , Y) = exp ( - ‖<( X) - <( Y) ‖2 /σ2 ) .

3 . 1　椭圆坐标变换核

　　当 n = 2时 , n维超椭球坐标变换公式变成如下

的椭圆坐标公式 :

x = arcosθ,

y = brsinθ.
(4)

其中 : r ≥0 ,θ∈[0 ,2π] , a > 0 , b > 0 .其逆变换公式

为

r = x2 / a2 + y2 / b2 ,

θ= g ( x , y) .
(5)

g ( x , y) =

arctan ay
bx

, x > 0 , y ≥0 ;

π + arctan ay
bx

, x < 0 ;

2π + arctan ay
bx

, x > 0 , y < 0 ;

π/ 2 , x = 0 , y > 0 ;

3π/ 2 , x = 0 , y < 0 ;

0 , x = y = 0 .

(6)

令

X = ( x2

a2 +
y2

b2 , g ( x , y) ) ,

Y = ( u2

a2 +
v2

b2 , g ( u , v) ) ,

则此时的坐标变换核函数 ,即椭圆坐标核函数为

K3 ( X , Y) = ( c + X ·Y′) d ,

K4 ( X , Y) = exp ( - ‖X - Y ‖2 /σ2 ) .

当 a = b = 1时 ,椭圆坐标核函数就变成了极坐标核

函数.

3 . 2　椭球坐标变换核

　　当 n = 3时 , n维超椭球坐标变换公式变成如下

的椭球坐标公式 :

x = arsinθcosφ,

y = brsinθsinφ,

z = crcosθ.

(7)

其中 r ≥0 ,θ∈[0 ,2π) ,φ∈[0 ,π] , a > 0 , b > 0 , c

> 0 .其逆变换公式为

r =
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 ,

θ= arccos ( z/ ( cr) ) ,

φ = g ( x , y) ,

(8)

其中 g ( x , y) 同式 (6) .

　　设

X = ( x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 ,arccos ( z
cr ) , g ( x , y) ) ,

Y = ( u2

a2 +
v2

b2 +
w2

c2 ,arcco s ( abw /

b2 c2 u2 + a2 c2 v2 + a2 b2 w2 ) , g ( u , v) ) ,

则此时的坐标变换核函数 ,即椭球坐标核函数为

K5 ( X , Y) = ( c + X ·Y′) d ,

K6 ( X , Y) = exp ( - ‖X - Y ‖2 /σ2 ) .

当 a = b = c = 1时 ,椭球坐标核函数就变成了球坐

标核函数.

4　仿真实验与分析
　　为验证算法的可行性和有效性 ,下面用超椭球

支持向量机对两类样本进行仿真实验 ,并与高斯核

进行比较.

4 . 1　人造数据

4 . 1 . 1　双螺旋线问题

　　这是一个二类问题 ,是人们普遍认可的检验学

习算法的有效方法.该问题要求将 x2y坐标平面上 2

条不同的螺旋线上的点正确地分开.螺旋线方程为

x = ( kθ+α) cosθ,

y = ( kθ+α) sinθ.

其中 : k和α是常量 ,分别代表速度和原始距离 ;θ是

以弧度为单位的相角.取不同的 k和α,可得到不同

的螺旋线.这里取 2条螺旋线分别为 : k1 = 4 ,α1 = 1

和 k2 = 4 ,α2 = 3 ,且加上噪音 0 . 1 exp ( - (θ-π) 2 ) .

令θ∈[0 ,2π) ,即取一个周期内的点.每类取 2个点

作为训练样本集 ,其余 122个点作为测试样本集.用

极坐标核对其进行仿真实验 ,通过参数调整可达到

100 %的识别率.进行 10次仿真实验 ,将平均结果作

为识别结果 ,见表 1 .

表 1　极坐标核对双螺旋线数据的识别结果

核函数

训练集

训 练
样本数

识别正
确率 / %

支持向
量个数

测试集

测 试
样本数

识别正
确率 / %

极坐
标核

4
类 1 :100
类 2 :100

3
75 %

122
类 1 :100
类 2 :100

　　由表 1可看出 ,极坐标核的支持向量个数特别

少 ,因而速度快 ,且识别正确率高 ,这是高斯核所无

826
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法比拟的.此外 ,极坐标核也适合分类圆线、椭圆线 ,

对加噪或近似的圆线、椭圆线的效果也不错.

4 . 1 . 2　随机数据集

　　随机产生一组三维数据作为样本集 ,人工将其

化为呈近似团状的两类 ,分别用“+”和“.”代表 ,如

图 1～图 4所示.由图 1和图 2可知 ,输入空间的样

本集是非线性可分的 ,而由图 3和图 4可看出 ,在特

征空间样本变得近似线性可分了.用椭球坐标变换

核和高斯核对其进行 10次仿真实验 ,取平均结果作

为识别结果 ,见表 2 .

图 1　输入空间数据集

图 2　数据投影

图 3　特征空间数据集

图 4　数据投影

表 2　椭球坐标核对随机数据的识别结果

核函数

训练集

训 练
样本数

识别正
确率 / %

支持向
量个数

测试集

测 试
样本数

识别正
确率 / %

椭球 10
类 1 :100
类 2 :100

3
30 %

90
类 1 :98. 2
类 2 :97. 4

高斯核 10
类 1 :100
类 2 :100

10
100 %

90
类 1 :70. 1
类 2 :99. 8

4 . 2　真实数据

　　以下真实数据均来自 Donald Bren School of

Information and Comp uter Sciences , University of

California , Irvine .

4. 2. 1　Iris数据集

　　Iris数据集是一个 4维数据集 ,用于描述鸢尾的

花或叫蝴蝶花的特征 , 包括萼片 ( sepal) 和花瓣

(petal) 的长度和宽度 , 分为 3 类 : setosa 类、

versicolor类、virginica类.分别用“.”,“3”和“+”

代表 ,如图 5 所示. 由图 5 可看出 , versicolor 类和

virginica类比较难分.本文对这两类进行仿真实验.

在 100个样本数据中 ,每类取 3个作为训练样本 ,其

余的作为测试样本 .分别用4维超椭球坐标变换核

和高斯核对其进行分类 ,进行 10 次实验取平均结

果 ,然后比较它们的性能 ,见表 3.

图 5　Iris数据集

表 3　4维超椭球坐标核及高斯核对 Iris数据的识别结果

核函数

训练集

训 练
样本数

识别正
确率 / %

支持向
量个数

测试集

测 试
样本数

识别正
确率 / %

高斯核 6 100
6

100 %
94 87

超椭
球核

6 100
5

83. 3 %
94 96

4. 2. 2　Wisconsin Breast Cancer( BCW) 数据集

　　BCW数据是 9维数据 ,分为良性和恶性两类.

256个数据作为训练样本 ,233 个数据作为测试样

926
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本.分别用超椭球坐标变换核和高斯核对其进行分

类 ,然后比较它们的性能 ,见表 4.

表 4　超椭球坐标核及高斯核对 BCW数据的识别结果

核函数

训练集

训 练
样本数

识别正
确率 / %

支持向
量个数

测试集

测 试
样本数

识别正
确率 / %

高斯核 256 100
198

77. 3 %
233 95. 3

超椭
球核

256 98. 2
125

48. 8 %
233 97

4. 2. 3　Monk’s Problems数据集

　　MP数据是 7 维数据 ,分为两类 :169 个数据作

为训练样本 ,256个数据作为测试样本.分别用超椭

球坐标变换核和高斯核对其进行分类 ,然后比较它

们的性能 ,见表 5.

表 5　超椭球坐标核及高斯核对 MP数据的识别结果

核函数

训练集

训 练
样本数

识别正
确率 / %

支持向
量个数

测试集

测 试
样本数

识别正
确率 / %

高斯核 169 100
169

100 %
256 77. 7

超椭
球核

169 100
164

97. 1 %
256 90. 6

4. 2. 4　The Johns Hopkins University Ionosphere

数据集

　　Ionosp here数据是 34 维数据 ,234 个数据作为

训练样本 ,117个数据作为测试样本.分别用超椭球

坐标变换核和高斯核对其进行分类 ,然后比较它们

的性能 ,见表 6.

表 6　超椭球坐标核及高斯核对 Ionosphere数据识别结果

核函数

训练集

训 练
样本数

识别正
确率 / %

支持向
量个数

测试集

测 试
样本数

识别正
确率 / %

高斯核 234 94. 4
144

61. 5 %
117 88. 9

超椭
球核

234 97. 4
137

58. 5 %
117 92. 3

4. 2. 5　Pima Indians Diabetes数据集

　　PI Diabetes数据是 8维数据 ,分为两类 :256个

数据作为训练样本 ,256个数据作为测试样本.分别
表 7　超椭球坐标核及高斯核对 PI Diabetes数据识别结果

核函数

训练集

训 练
样本数

识别正
确率 / %

支持向
量个数

测试集

测 试
样本数

识别正
确率 / %

高斯核 256 89. 2
231

90. 2 %
256 72. 3

超椭
球核

256 80. 4
137

53. 5 %
256 77. 8

用超椭球坐标变换核和高斯核对其进行分类 ,然后

比较它们的性能 ,见表 7.

5　结 　　论
　　本文提出的超椭球支持向量机特别适用于分类

呈椭团状、团状或近似椭团状、团状的数据集.该支

持向量机的优点是支持向量个数少 ,速度快 ,且错分

率低 ,泛化性能好[ 17] .这些都在实验中得到了验证.

支持向量机的应用越来越广泛 ,而训练时间是应用

的一个瓶颈.本文从一个全新的角度减少了训练时

间 ,加速了训练过程.但该类支持向量机对参数敏

感 ,超椭球核的参数多.因此 ,下一步将致力于建立

一套指导参数调节的理论.
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不敏感.随着β上升 ,采购商应该降低其再订货点 ,

而此时供应商和采购商的联合期望总成本也将降

低.这很容易理解 ,因为更多的客户愿意等待 ,厂商

可通过降低再订货点来减少库存成本 ,从而降低系

统总成本.

6　结 　　论
　　传统的库存模型考虑的是单个企业利益的最大

化 ,这通常会损害整个供应链系统的效率.一个更好

的方式是不同的供应链成员联合决策 ,实现供应链

整体利益的最佳化.近来一些学者提出随机性需求

下的生产2库存联合优化模型 ,并假设提前期可以控

制.本文考虑了一个由单供应商和单采购商组成的

两级供应链系统 ,采购商面临的需求服从正态分布 ,

供应商可通过改变运输成本来控制提前期的长短.

本文建立的供应商和采购商联合期望总成本最小化

模型 ,与过去的文献不同 ,在所建立的模型中明确考

虑了运输成本 ,并且运输成本依赖于运输数量和提

前期长短.此外 ,所建立的模型中允许采购商发生缺

货 ,缺货数量部分延期交付 ,部分发生销售损失.在

这些设定下 ,本文讨论了供应商和采购商如何制定

最优生产批量、最优提前期、最优再订货点以及订货

量 ,给出了求解算法 ,并通过数值算例作了说明.
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