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改进的非线性跟踪微分器设计

史永丽 , 侯朝桢
(北京理工大学 自动控制系 , 北京 100081)

摘　要 : 在对典型跟踪微分器深入研究的基础上 ,提出一种改进的非线性跟踪微分器.该跟踪微分器综合了线性跟

踪微分器和非线性跟踪微分器的优点 ,不但无颤振现象 ,而且具有良好的动态响应和较强的滤波能力 ,兼顾了快速性

和准确性的要求 ,可实现任意信号的跟踪和微分.该跟踪微分器形式简单、易于实现 .仿真结果表明 ,改进型非线性跟

踪微分器具有优良的性能.
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Design of improved nonlinear tracking differentiator
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Abstract : An improved tracking differentiator ( ITD) is p roposed based on the study of typical t racking differentiators

( TD) . Integrating the merit s of linear TD and nonlinear TD together , ITD not only has no chattering phenomenon ,

but also has excellent dynamic responses and st rong filtering performance. Both t racking and differentiation can be

realized conveniently for any signals by using ITD. It has simple form and is easy to implement in engineering.

Simulation result s show that the algorithm presented has excellent performance.
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1　引　　言
　　无论是在信号处理领域 ,还是在工程控制领域 ,

常常需对测量得到的信号进行微分.一般情况下 ,这

种微分可采用超前网络或数值差分直接实现.然而 ,

如果已知的信号是不连续的 ,或带有一定的随机噪

声 ,则直接微分很难实现. 针对此问题 ,韩京清于

1994 年提出了非线性跟踪微分器的概念[1 ] . 实际

上 ,跟踪微分器利用了数值积分优于数值微分的事

实 ,将给定信号的微分转化为对一组微分方程的积

分问题 ,可实现任意信号的跟踪及微分.

　　自跟踪微分器诞生以来 ,已出现了多种形式 ,并

获得了广泛应用.最早的跟踪微分器是根据二阶系

统的时间最优控制得到的 ,采用非线性形式 ,具有良

好的快速性 ,但存在一定的颤振现象[1 ] .为此 ,文献

[2 ]提出了跟踪微分器的离散形式 (以下简称 TD) ,

不但可以消除颤振 ,而且动态响应好 ,稳态精度

高[2 ] .正是由于跟踪微分器的离散形式所具有的良

好性能 ,在自抗扰控制[3 ]、系统辨识[4 ]、函数寻优[5 ]、

零点配置[6 ]、数据处理[7 ]和信号滤波[ 8 ]等场合得到

了广泛应用.然而 ,它采用了切换函数 ,形式稍显复

杂.为此 ,文献[9 ]提出一种线性跟踪微分器 ,算法简

单、易于实现 ,但失去了非线性特性为跟踪微分器带

来的快速性.文献[ 10 ]则提出一种快速型跟踪微分

器 ( High speed t racking differentiator , HSTD) ,并

应用于伺服系统的速度估计[ 11 ] . HSTD 形式简单 ,

具有良好的快速性 ,但存在一定的颤振现象.

　　针对上述问题 ,在快速型跟踪微分器的基础上 ,

本文提出了一种改进的跟踪微分器.该跟踪微分器

综合了线性跟踪微分器和非线性跟踪微分器的优

点 ,不但没有颤振现象 ,而且具有良好的动态响应 ,

兼顾了快速性和准确性的要求 ,可以实现任意信号

的跟踪和微分 ,并具有较强的滤波能力.

2　典型跟踪微分器
2 . 1　离散跟踪微分器
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　　离散跟踪微分器的具体形式为[2 ]

x1 ( k + 1) = x1 ( k) + hx 2 ( k) ,

x2 ( k + 1) =

x2 ( k) + hf st ( x1 ( k) - v , x2 ( k) , r , h0 ) .

(1)

其中

f st ( x1 - v , x2 , r , h0 ) =

- ra , | a | ≤ d;

- rsign ( a) , | a | > d.
(2)

a =

x2 +
c

h0
, | c | < d0 ;

x2 +
sign ( c) ( a0 - d)

2
, | c | > d0 .

(3)

d = rh0 ,

d0 = dh0 ,

c = v1 - v + h0 v2 ,

a = d2 + 8 r | c | .

(4)

v为输入信号 , x1 为 v的跟踪信号 , x2 为 x1 的导数 ,

即 v的微分信号 ; h为积分步长 , r决定了跟踪的快

慢 , h0决定噪声滤波效应 , r和 h0要协调调整以获得

满意的性能.

　　离散跟踪微分器可实现输入信号快速、无超调

跟踪 ,无颤振现象 ,且能给出品质优良的微分信号.

然而 ,在离散跟踪微分器中 ,采用了两个开关切换函

数 ,算法稍显复杂.

2 . 2　快速型跟踪微分器

　　快速型跟踪微分器的具体形式为[10 ]

Ûx1 = x2 ,

Ûx2 =

- R2 [ a0 ( x1 - v) + a1 ( x1 - v) m/ n ] -

R2 [ b0 x1 / R + b1 ( x1 / R) m/ n ].

(5)

其中 : a0 , a1 , b0 和 b1 均为大于 0的常数 ; m和 n均为

大于 0的奇数 ,且 m < n.

　　与离散跟踪微分器相比 ,该跟踪微分器没有开

关切换函数 ,而是使用光滑函数实现线性与非线性

工作区域的自动切换 ,算法形式简单 ,快速性好.但

在平衡点附近 ,该跟踪微分器存在一定颤振现象.

3　改进的跟踪微分器设计
　　由第 2节的分析可知 ,离散跟踪微分器虽具有

良好的性能 ,没有颤振问题 ,但算法稍显复杂 ;快速

型跟踪微分器虽形式简单 ,但存在颤振现象.通过深

入分析可知 ,快速型跟踪微分器产生颤振的根源主

要是因为在零点附近使用了非线性函数 ,而离散跟

踪微分器之所以没有颤振 ,是因为在零点附近使用

的是线性函数 ,而不是非线性函数.基于上述分析 ,

本文对快速型跟踪微分器进行改进 ,保留原算法简

单的优点 ,同时消除了颤振现象.

　　为设计改进的跟踪微分器 ,给出如下定理 :

　　定理 1　对于系统

Ûz1 = z2 ,

Ûz2 = - α1 [ (βz 1 ) p/ q + z1 ] -

　　α2 [ (βz 2 ) p/ q + z2 ].

(6)

如果α1 > 0 ,α2 > 0 ,β为大于等于 1的常数 , p > q >

0 ,且 p和 q均为奇数 ,则系统在原点是渐近稳定的.

　　证明 　选取 Lyap unov函数

V ( z1 , z2 ) =

α1 q
q + p
βp/ qz

( p+q) / q
1 +

1
2
α1 z2

1 +
1
2

z2
2 > 0 . (7)

对式 (7) 求导 ,并将式 (6) 代入 ,得

ÛV ( z1 , z2 ) =α1βp/ qz p/ q
1 Ûz1 +α1 z1 Ûz1 + z2 Ûz2 =

- α2βp/ qz
( p+q) / q
2 - α2 z2

2 ≤0 . (8)

ÛV ( z1 , z2 ) = 0所对应的系统平衡点只能是原点 ,因

此 ,根据La Salle不变集定理 ,可推知当 t →∞时 , z1

→0 , z2 →0 . □

　　考察系统 (6) 可以发现 ,当 |βz | µ 1时 ,由于

p > q ,非线性环节在系统中起主导作用.此时 ,系统

(6) 可简化为

Ûz1 = z2 ,

Ûz2 = - α1 (βz 1 ) p/ q - α2 (βz 2 ) p/ q .
(9)

当 |βz | ν 1时 ,线性环节在系统中起主导作用 ,系

统 (6) 可简化为

Ûz1 = z2 ,

Ûz2 = - α1 z1 - α2 z2 .
(10)

　　在图 1中 ,以 p/ q = 3为例 ,画出了线性函数与

非线性函数相对关系.显然 ,当 z µ 1时 , f ( z) = z3

收敛速度最快 ;当 z ν 1时 , f ( z) = z1/ 3 收敛速度最

快. 尽管如此 , 在接近平衡点时也不能采用类似

f ( z) = z1/ 3 的非线性形式 ,只能采用收敛速度居中

的线性函数 ,以有效避免颤振现象发生.只有这样 ,

才能兼顾系统的快速性和稳态精度 ,而且算法简单 ,

调节参数少 ,有利于理论分析和证明.

图 1　线性函数与非线性函数的相对关系

　　根据系统 (6) 可设计出改进的非线性跟踪微分

器 ,详见如下定理 :

846
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　　定理 2　如果 R > 0 ,α1 > 0 ,α2 > 0 ,β为大于

等于 1的常数 , p > q > 0 ,且 p和 q均为奇数 ,则对

于任意的输入信号 v ( t) ∈L [0 , ∞) 和任意的常数 T

> 0 ,系统

Ûx1 = x2 ,

Ûx2 =

- α1 R2 [ (β( x1 - v) ) p/ q + x1 - v ] -

α2 R2 [ (βx 2 / R) p/ q - x2 / R ]

(11)

的解满足

lim
R→∞∫

T

0
| x1 ( t) - v ( t) | d t = 0 . (12)

　　为证明定理 2 ,首先引入引理 1 .

　　引理 1[1 ] 　若系统

Ûz1 = z2 ,

Ûz2 = f ( z1 , z2 )
(13)

的任意解均满足 z1 ( t) →0 , z2 ( t) →0 , t →∞,则对

于任意有界可积函数 v ( t) 和任意常数 T > 0 ,系统

Ûx1 = x2 ,

Ûx2 = R2 f ( x1 - v , x2 / R)
(14)

的解 x1 ( t) 满足

lim
R→∞∫

T

0
| x1 ( t) - v ( t) | d t = 0 . (15)

　　详细证明过程参见文献[1 ].

　　根据定理 1和引理 1 ,易证定理 2的结论成立 ,

在此不再赘述.

　　注 1　在定理 2的跟踪微分器中 ,一般可取α1

> 1 ,α2 > 1 , p/ q一般大于等于 3 ,β≥1 .β的改变 ,将

改变线性区间的大小.增大 R ,将加快跟踪速度 ,但

R越大 ,噪声放大也越大 ,参数的具体选择可根据系

统的过渡过程要求进行.α1 ,α2 , p/ q ,β确定后可不再

改变 ,主要调整 R.

　　注 2　与快速型跟踪微分器[10 ] 相比 ,定理 2的

改进型跟踪微分器同样采用了线性与非线性工作区

域自动切换的模式 ,算法形式简单 ,易于实现.但与

快速型跟踪微分器[10 ] 不同 ,定理 2的改进型跟踪微

分器在跟踪误差较大时 ,采用非线性环节 ,以加快趋

向平衡点的速度 ;而在误差较小时 ,则采用线性环

节 ,以避免颤振现象的发生.同时 ,引入参数β,可调

节线性与非线性工作区间的大小.

4　仿真结果及分析
　　为验证改进型跟踪微分器 (以下简称 ITD) 的

有效性 ,利用 Matlab进行仿真研究 ,并与离散跟踪

微分器 (以下简称 TD) 、快速型非线性跟踪微分器

(以下简称 HSTD) 进行比较 ,仿真结果如图 2～图

5所示.

　　为使比较客观 ,在仿真中精心调整了 3种跟踪

图 2　单位阶跃输入下的跟踪误差

图 3　单位阶跃输入下的微分输出误差

图 4　单位余弦跟踪误差

微分器的参数 ,在快速性保持一致的情况下 ,比较 3

者的性能.

　　TD算法如式 (1) 所示 ,其参数选取如下 : r =

2 000 , h = 0 . 001 s , h0 = 0 . 01 .

　　对于 HSTD ,可选取计算步长为 0 . 001 s对式

(5) 的连续域算法进行离散化 ,具体算法略.仿真中

各参数选取如下 : a0 = 1 , a1 = 1 , b0 = 1 , b1 = 1 . 14 ,

R = 100 , n = 3 , m = 5 .

　　对于 ITD ,同样可选取计算步长为0. 001 s对式

(11) 的连续域算法进行离散化 ,具体算法略. 仿真

中各参数选取如下 : R = 40 ,α1 = 4 ,α2 = 4 ,β= 1 . 8 ,

946
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图 5　噪声的单位余弦跟踪曲线

p = 9 , q = 3 .

　　图 2给出了 3种跟踪微分器对单位阶跃信号的

跟踪误差曲线.可以看出 , HSTD的跟踪输出曲线存

在超调 ,且存在高频振颤 ,而 TD和 ITD在满足同样

的快速性要求条件下 ,均能实现无超调、无误差跟

踪 ,效果基本相同.

　　图 3给出了对应的微分输出误差曲线.可以看

出 , HSTD存在高频振颤 ,而 TD和 ITD仍能取得品

质优良的微分信号.

　　当输入信号为单位余弦 v = cos t时 ,在 3种跟

踪微分器下 ,跟踪误差曲线如图 4所示. 3种跟踪微

分器均能实现输入信号较好地跟踪和微分. 但

HSTD的误差比 TD和 ITD大 ,而 TD和 ITD效果基

本一致.

　　为进一步验证 ITD的滤波性能 ,假设上述余弦

输入被方差为 0. 01的白噪声污染 ,则在上述 3个跟

踪微分器的参数均不发生变化情况下 ,其输入曲线

如图 5 (a) 所示 ,图 5 (b) 为其对应的跟踪输出曲线.

由曲线图可以看出 ,三者均具有较强的滤波功能.

　　综上所述 ,在保持快速性一致的情况下 , TD和

ITD的跟踪微分精度优于 HSTD ,而 TD和 ITD的

性能基本一致 ,但 ITD的算法形式更加简单.

5　结 　　论
　　本文综合线性跟踪微分器和非线性跟踪微分器

的优点 ,提出了一种改进的跟踪微分器.该跟踪微分

器在跟踪误差较大时 ,采用非线性环节 ,以加快趋向

平衡点的速度 ;在误差较小时 ,则采用线性环节 ,以

避免颤振现象的发生.同时 ,线性工作区间与非线性

区间的大小可调.该跟踪微分器不但没有颤振现象 ,

而且具有良好的动态响应和较强的滤波能力 ,兼顾

了快速性与准确性的要求 ,可实现任意信号的跟踪

和微分 ,算法简单 ,易于实现.
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表明 ,在整定后的分段模糊控制器作用下 ,移动机器

人能快速纠偏 ,而且进入稳定阶段的时间短、稳态跟

踪误差小.实际跟踪实验表明 ,分段模糊控制器鲁棒

性强 ,能包容建模不精确带来的误差.
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