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多项式非线性系统局部镇定控制
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摘　要 : 针对多项式非线性系统 ,提出一种用于验证二次型候选 Lyapunov函数的数值计算方法.在该方法中 ,多项

式系数被分解成带自由变量的系数矩阵 ,将正定性验证问题转化为矩阵不等式问题求解.对于局部稳定性分析 ,采用

多个 Lyapunov函数来趋近吸引域.每个 L yapunov函数均在各指定方向上进行最大半径优化.在稳定性分析基础

上 ,提出保收敛率的局部镇定控制器设计方法以扩大吸引域.
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Abstract : A numerical solution method is proposed to verify quadratic Lyapunov function candidate for polynomial

nonlinear systems. In the method , the coefficient s of a polynomial are decomposed to a matrix with f ree variables , and

positivity validation is checked by solving derived matrix inequalities. For local stability analysis , multi2Lyapunov2
functions are considered to approximate the domain of att raction. Each Lyapunov function is optimized with maximum

radius at every specified direction. Based on the work of stability analysis , a local stabilizing control scheme with

guaranteed convergence rate is addressed to expend the domain of att raction.
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1　引　　言
　　针对多项式正定性验证问题 , Parrilo [ 1 ] 和

Papachristodoulou[2 ]等做了大量工作 ,提出将一个

多项式分解成若干多项式的平方和 ,若能分解成功 ,

则可由平方和的正定特性保证该多项式的正定性 ,

并提供了 SOSTOOL S工具运行于 Matlab ,用计算

机计算的途径解决多项式正定性验证. SOSTOOL S

将多项式平方和分解的结果转化成 L MI问题 ,并调

用 Sedumi [3 ]工具求解. Chesi[ 4 ,5 ]沿用该方法对多项

式系统吸引域估计做了大量工作.然而这些文献对

平方和如何分解及算法实现并没有具体介绍 ,且在

局部稳定性分析和控制器综合上[6 ] ,其分解结果是

双线性矩阵不等式 (BMI)问题 ,SOSTOOL S无法直

接求解 ,只能通过迭代方法进行局部求解 ,算法效率

低 ,且在很多情况下求解效果不理想.

本文在 Parrilo 等人的基础上 ,提出多项式分解

算法 ,用于多项式正定性验证 ,并结合 YAL MIP[7 ]

接口 ,调用 Sedumi [ 3 ]求解 L MI问题和 PENBMI[8 ]

求解 BMI问题 ,使得多项式分解在多项式非线性系

统稳定性分析和控制器综合上有着更广泛的应用.

文中符号说明如下 :

Rr
n : Rn →Rr 的多项式集合.

Rr
n , d : 阶次为 d , Rn →Rr 的多项式集合.

R+
n, d : 阶次为 d , Rn →R+ ∪{ 0} 的多项式集合.

Z+ : 非负整数空间.

c( n , r) =
r

n
=

n !
r !( n - r) !

, r > 0 ;

1 , r = 0 ;

0 , r < 0 .

2　多项式相关定义
　　多项式即为若干单项式之和. 若无特别说明 ,

本文考虑的是映射到 1 维实数空间的多项式 ,即对
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f ( x) ∈R1
n, d ,有如下定义 :

f ( x) = ∑
l

i = 1
ci m i ( x) . (1)

其中 : x ∈Rn , m i ( x) 为 Rn →R的单项式 , ci ∈R为

相应单项式系数. m i ( x) 具体定义为

m i ( x) = ∏
n

j = 1
x rjj , rj ∈Z+ . (2)

并定义 J ( m i ( x) ) 为单项式 m i ( x) 的指数映射 ,即

J ( m i ( x) ) = [ r1 , r2 , ⋯, rn ] ∈Z1×n
+ , (3)

其中 rj ( j = 1 ,2 , ⋯, n) 如式 (2) 定义 , 为单项式

m i ( x) 中 x j 的指数.由式 (3) 定义可知

J ( m i ( x) ·mk ( x) ) = J ( m i ( x) ) + J ( mk ( x) ) .

(4)

J (·) 映射可理解为一种指数算子 ,将单项式间的乘

法运算转化为加法运算.单项式的阶次则定义为

deg ( m i ( x) ) = ∑
n

j = 1
rj . (5)

从而 ,式 (1) 中多项式的阶次可定义为

deg ( f ( x) ) = max{deg ( m i ( x) ) } = d ,

i = 1 ,2 , ⋯, l , (6)

即 f ( x) 的阶次是其各单项式中的最大阶次.

若多项式 f ( x) 满足对于 Π x ∈Rn ,均有 f ( x)

≥0 ,则称 f ( x) 为正定多项式.

对于多项式非线性系统 ,若能找到一个正定多

项式作为系统的候选 L yap unov函数 ,且 - ÛV ( x) 也

为正定 ,则该非线性系统的稳定性便能得到验证.因

此 ,如何通过计算机计算判断一个多项式正定 ,并用

于系统稳定性分析和控制器综合是很有意义的工

作.

3　多项式分解算法研究
3 . 1　多项式分解框架

多项式函数 f ( x) 为正定 ,则 f ( x) 阶次必须是

偶数.考虑 f ( x) ∈R+
n,2 r ,将 f ( x) 分解成如下形式 :

f ( x) = ( x| r| ) T ·[ Pf + L f (α) ]·x| r| . (7)

其中 : x| r| 是阶次为 r的多项式基 , Pf 是关于 f ( x)

的系数矩阵 , L f (α) 是关于 f ( x) 的自由参数矩阵 ,

且满足 ( x| r| ) T L f (α) x| r| = 0 .系数矩阵 Pf 分解不惟

一 ,通过引入自由参数矩阵 ,适当选取 L f (α) ,可使

分解结果 P f + L f (α) 涵盖所有的分解 ,因而 Pf +

L f (α) 可视为 f ( x) 的系数矩阵集.记 M ( f ) = P f +

L f (α) 为 f ( x) 的分解矩阵.

本文提出将 f ( x) 分解成式 (7) 的算法由 3部分

组成 :多项式基生成算法 ,系数矩阵生成算法和自由

参数矩阵生成算法.如图 1所示 ,将 f ( x) 正定性验

证问题通过多项式分解 ,转化为对矩阵不等式 Pf +

L f (α) ≥0的验证问题.

图 1　正定多项式验证与多项式分解关系

3 . 2　多项式基生成算法

定义 x{ d} 为阶次等于 d的同次多项式基 ,可由

递归方法生成.具体生成公式为

x{ d} =

x d
1 [ E2 ( x) ]{ 0}

x d- 1
1 [ E2 ( x) ]{ 1}

…

x1 [ E2 ( x) ]{ d- 1}

x0
1 [ E2 ( x) ]{ d}

, x{ 0} = 1 . (8)

其中 E2 (·) 为一位删除算子 ,即将向量中第 1位元

素删除 ,并将后续元素上移.

阶次为 r的多项式基可由同次多项式基生成 ,

即

x| r| = [ ( x{ 0} ) T 　( x{ 1} ) T 　⋯　( x{ r} ) T ]T . (9)

x{ r} 和 x| r| 的维度计算公式如下 :

Dim ( x{ r} ) = c( n + r - 1 , r) =

( n + r - 1) !
r !( n - 1) !

, x ∈Rn ; (10)

Dim ( x| r| ) = c( n + r , r) =

( n + r) !
r !n !

, x ∈Rn . (11)

　　通过多项式基的定义 ,任何阶次为 d的多项式

函数均可写成关于 d 阶多项式基的线性函数 ,即

f ( x) = Cx | d| , f ( x) ∈R1
n, d . (12)

其中 : C ∈R1×c( n+ d , d)
, x| d| ∈Rc( n+ d , d)

.式 (12) 将 d次

多项式函数从 n维空间映射到 c ( n + d , d) 维 ,从而

得到线性函数.而式 (7) 则可理解为将 2 r次多项式

从 n维空间映射到 c ( n + r , r) 维 ,从而得到二次型函

数.

3 . 3　多项式系数矩阵与自由参数矩阵生成算法

定义 L oc ( J
( i) ) 为单项式 m i ( x) 在多项式基中的

位置索引值函数 ,其中 x ∈Rn , J
( i) 为 m i ( x) 的指数

映射 ,则可得 L oc ( J
( i) ) 的计算公式为

L oc ( J
( i) ) = 1 + c( n + s - 1 , s - 1) +

∑
n- 1

k = 1
c( n - k + s - sk - 1 , s - sk - 1) .

(13)

其中

s = ∑
n

k = 1

ri , k , sk = ∑
k

j = 1

ri , j , J
( i) = [ ri ,1 , ri ,2 , ⋯, ri , n ].
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　　记 v ij 为如下指示函数 :

vij =
2 , i = j ;

1 , i ≠ j .
(14)

3 . 3 . 1　系数矩阵 Pf 生成算法

将 f ( x) 重写成式 (12) 形式 ,其中 d = 2 r.记 Ci

和 ( x| 2 r| ) i为相应向量中第 i个元素.若无特别说明 ,

Pkl 和 L kl 为 P f 和 L f (α) 中第 k行 l列的元素.对于

C中每一个 C i ,若 Ci ≠0 ,则作如下预处理 :

J i = J ( ( x| 2 r| ) i ) ,

J
(1)
i = floor ( J i / 2) ,

J
(2)
i = J i - J

(1)
i ,

其中 floor (·) 为向下取整函数. J i 作如下分解 :

1) 若 t = sum ( J
(2)
i ) - r ≤0 ,则跳转到 3) ;否则

跳转到 2) .

2) 设 J e = J
(2)
i - J

(1)
i , m从 1循环至 n.对于 J e

中第 m个元素 J e ( m) ,若有 J e ( m) > 0 ,则取 J
(1)
i ( m)

= J
(1)
i ( m) + 1 , t自减 1 .直至 t ≤0跳出循环 ,重设

J
(2)
i = J i - J

(1)
i ,并转到 3) .

3) 取 k = L oc ( J
(1)
i ) , l = L oc ( J

(2)
i ) ,则系数矩阵

Pkl = Plk = Ci / vkl .

C中各元素处理完毕 ,即可得到系数矩阵 Pf .

3 . 3 . 2　自由参数矩阵 L f (α) 生成算法

初始化 :取 X = x| r| ·( x| r| ) T ,设 i = 0 , q = 1 ,

L f (α) = 0 .具体算法分 3步完成 :

1) 设 i = i + 1 , j = i.若 i > Dim ( L f (α) ) ,则跳

出程序 , L f (α) 生成完毕 ;否则转到 2) .

2) 若 L ij ≠0 ,则转到 3) ;否则设 t = 0 .在 X上

三角部分中找出所有与 X ij 相同的元素 ,并将找出

的元素组成集合{ X kl } .若{ X kl } 不为空集 ,则对集合

中每个元素 X kl 取出下标信息 ,并设 L kl = vklαq , t =

t +αq .每处理完一个元素 X kl , q自增 1 .最后 ,设 L ij

= L ji = - vij t ,并转到 3) .

3) 设 j = j + 1 .若 j > Dim ( L f ) ,则转到 1) ;否

则转到 2) .

对于 L f (α) , f ∈R1
n,2 r ,其自由变量的个数 N (α)

由下式确定 :

N (α) =
1
2

c( n + r , r) [ c( n + r , r) + 1 ] -

c( n + 2 r ,2 r) . (15)

3 . 4　正定多项式验证

引理 1[1 ] 　给定多项式 f ( x) ∈R1
n,2 r ,对于 Π x

∈Rn ,均有 f ( x) ≥0的充分条件是 : f ( x) 可分解为

若干式的平方和 ,即 f ( x) = ∑
k

i = 1
f 2

i ( x) ,并在以下 3

种情况下必要条件成立 :

1) n = 2 ;

2) r = 1 ;

3) n = 3 , r = 2 .

定理 1　给定 f ( x) ∈R1
n,2 r ,则以下二者等价 :

1) f ( x) 可分解为平方和的形式

f ( x) = ∑
k

i = 1

f 2
i ( x) ;

　　2) ϖα∈RN (α)
,

s. t . M ( f ) = Pf + L f (α) ≥0 .

　　证明 　1) ] 2) .由 deg ( f ) = 2 r知 ,对于平方和

中任一项 f i ( x) ,均有 deg ( f i ) ≤r ,则 f i ( x) 可写成

x| r| 的线性形式 ,即 f i ( x) = Ci x | r| , Ci ∈R1×c( n+ r, r) .

从而可得

f ( x) = ( x| r| ) T (∑
k

i = 1
CT

i C i) x| r| . (16)

由式 (16) 知 ,∑
k

i = 1
CT

i C i 为 f ( x) 的一种分解矩阵 ,即

ϖα,使得 Pf + L (α) = ∑
k

i = 1
CT

i C i ≥0 .

2) ] 1) .若 ϖα,使得 Pf + L f (α) ≥0 ,则 M ( f )

可奇异值分解为

M ( f ) = U TΛU .

取 f i ( x) = (Λ1/ 2 U x | r| ) i ,即可得 1) . □

由引理 1和定理 1可知 , f ( x) 的正定性验证可

转化为相应分解矩阵 M ( f ) 的正定性验证问题 ,而

后者可用矩阵不等式求解器求解.且在引理 1 中所

提出的 3种情况下 ,二者是等价的 ;而其他条件下 ,

通过多项式分解验证正定性则只是充分条件.

4　保收敛率局部镇定控制器设计
4 . 1　吸引域估计

考虑如下多项式非线性系统 :

Ûx = f ( x) , (17)

其中 f ( x) ∈Rn
n .本文采用多 L yap unov函数并集趋

近的方法 ,对系统吸引域进行估计. 选取 V i ( x) =

x T Pi x , i = 1 ,2 , ⋯, N ,满足

min eT
i P ie i ,

s. t . - ÛV i ( x) - S i ( x) (1 - V i ( x) ) > 0 , (18)

　　Pi ≥εi I n , (19)

　　S i ( x) = x| di | Gi x | di | , Gi ≥0 . (20)

其中 :εi ∈R+ 为控制 V i ( x) 的最大半径 , ei ∈Rn为

单位向量 , S i ( x) 为正定多项式且满足 deg ( S i ) =

deg ( ÛV i ) - 2 .记Ωi ( x) = { x ∈Rn | V i ( x) ≤1} ,则

系统 (17) 的吸引域Ω( x) 为

Ω( x) =Ω2 ( x) ∪Ω2 ( x) ∪⋯∪ΩN ( x) . (21)

　　由式 (19) 知 ,V i ( x) ≥εi ‖x‖2
2 ,可保证 ‖x‖

→∞时 ,V i ( x) →∞,而式 (18) 保证 Π x ∈Ωi ( x) 均

有 V
·

i ( x) ≤0 ,故Ωi ( x) 为式 (17) 的一个吸引域.式

887
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(21) 为 N个吸引域的并集 ,自然也为式 (17) 的吸引

域 ,并且不小于任何单个吸引域Ωi ( x) .式 (18) 次数

大于 2 ,可由文中所给的多项式分解法判定其正定

性 ,并采用 PENBMI[8 ]求解相应矩阵不等式. ei为单

位向量 ,当 x与 e i方向重合时可表示为 x ( ei ) = rie i ,

则 V i ( x) ≤1在 ei 方向上有

r2
i eT

i P ie i ≤1 .

若使吸引域最大化 ,则希望所构造的 V i ( x) 在 ei 方

向上具有最大半径 , 从而得出优化目标为

min eT
i P ie i .因 ei 为已知向量 ,优化目标为线性函数 ,

故可有效求解.

关于单位向量 ei 的构造方法 ,记 e
( n)
i 为 n 维向

量 ,可用如下递归方法构造 e
( n)
i :

e
( n)
i =

cosθ(2)
i

sinθ(2)
i

, n = 2 ;

cosθ( n)
i

( sinθ( n)
i ) e

( n- 1)
i

, n > 2 .

(22)

在向量 e
( n)
i 中 ,共有 n - 1 个变量 ,即θ(2)

i ,θ(3)
i , ⋯,

θ( n)
i .因此 ,对于 n维各个旋转方向上 N 等分的吸引

域估计将产生 N ( n - 1) 个优化问题.对于稳定性分

析 ,因各优化问题相互独立 ,故可有效求解.

4 . 2　局部镇定控制器设计

多项式非线性系统可描述为

Ûx = f ( x) + gu ( x) , (23)

其中 : f ( x) ∈Rn
n, d , g ∈Rn×m , u ( x) ∈Rm

n ,满足 f (0)

= u(0) = 0 . 记 ui ( x) 为 u( x) 向量中的一员 ,且

ui ( x) = ∑
N i

j = 1
kij m j ( x) 为预先给定的控制结构 , kij 为

待求增益 , N i 为 u i ( x) 中单项式的个数. 控制目标

为 :设计控制器 u( x) 的增益 kij ,使得系统 (23) 在指

定关注区间上取得最大收敛域 ,并在收敛域中闭环

系统 (23) 收敛速度至少为γ.

关于控制器设计算法 ,取 d = [ deg ( f ) - 1 ]/ 2 ,

构造 V i ( x) = x T Pi x , S i ( x) = x| d| Gi x | d| ,按式 (22)

取 N个单位向量 e i ,则控制器增益 kij 为以下优化问

题的解 :

min ∑
N

i = 1

δi ,

s. t .

- V
·

i ( x) - 2γV i ( x) - S i ( x) (1 - V i ( x) ) ≥0 ,

Gi ≥0 , Pi ≥εi I n , teT
i P ie i ≤δ,

kij ≤kij ≤�k ij .

(24)

其中 : kij 与�k ij 为增益 k ij 的上下限值 ,在具体问题中

可根据物理条件限制等因素确定 ; t为常值 ,在本文

中 t = 1 000 .由于 eT
i P ie i 值可能很小 ,若直接使用

eT
i P ie i ≤δi 约束 ,在优化过程中可能会因两次迭代

结果相差很小而提前结束.参数 t的引入 ,使得优化

目标放大 t倍 ,在一定程度上克服了误差限度问题.

在很多实际系统中 ,控制对象模型是针对某稳

定工作点建模所得 ,当系统状态远离工作点时 ,采用

手工控制或其他全局稳定控制的方法 ,将系统状态

调到工作点附近再切换成自动控制.从这个意义上

说 ,局部镇定控制侧重于关注系统的控制性能 ,而在

满足该控制性能下 ,构造一个全局控制器往往是不

可实现的.本文的控制器设计意义在于满足一定收

敛速度的前提下 ,使得局部控制的收敛域尽可能大 ,

以增强系统的鲁棒性 ,扩大控制器的适用范围.

对于 V ( x) = x T Px ,V
·

( x) ≤- 2γV ( x) ,可得以

下缩放公式 :

λmin ( P) ‖x ( t) ‖2
2 ≤ x ( t) T Px ( t) ≤

e - 2γ( t- t0 )
x ( t0 ) T Px ( t0 ) ≤

e - 2γ( t- t0 )λmax ( P) ‖x ( t0 ) ‖2
2 .

进一步可得

‖x ( t) ‖2
2 ≤
λmax ( P)
λmin ( P)

e - 2γ( t- t0 ) ‖x ( t0 ) ‖2
2 . (25)

　　由式 (25) 知 ,若所构造的 L yap unov函数过于

扁平 ,则意味着λmax ( P) /λmin ( P) 比值过大 ,使得系

统状态泛数在收敛过程中可能出现严重超调.相比

构造单个L yap unov函数的局部控制 ,本文的设计方

法使得控制器在各个方向上致力于取得最大半径

L yap unov函数.这样 ,一方面可避免所得收敛域过

小 ;另一方面也避免收敛域过于扁平 ,从而避免调节

过程中出现严重超调现象.

5　仿真实例
　　考虑如下非线性系统[9 ] :

Ûx1 = 2 x3
1 + x2

1 x2 - 6 x1 x2
2 + 5 x3

2 ,

Ûx2 = u.
(26)

全局镇定控制器为[9 ]

u( x) = - 3 . 634 5 x3
1 + 4 . 443 9 x2

1 x2 -

7 . 511 3 x1 x2
2 - 3 . 545 2 x3

2 . (27)

该控制器虽然能取得全局稳定 ,但在系统临近原点

时收敛速度缓慢 ,控制性能并不很出色. 假设系统

(26) 关注区间为 [ - 10 ,10 ] ,希望得到收敛率γ≥

0 . 15的局部控制器 ,并且控制器增益限在 [ - 20 ,

20 ]区间内.本文构造的局部控制器采用式 (27) 的

结构 ,即

uL ( x) = k1 x3
1 + k2 x2

1 x2 + k3 x1 x2
2 + k4 x3

2 .

取εi = 0 . 01 ,单位向量角θi =
5 + i

12
π, i = 1 ,2 , ⋯,5 .

将式 (24) 多项式分解 ,用 PENBMI求解BMI问题可
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得

uL ( x) = - 20 x3
1 - 13 . 298 x2

1 x2 -

19 . 641 x1 x2
2 - 20 x3

2 . (28)

　　图 2为控制器求解过程中所得保收敛率的吸引

域.从图 2可知 ,各Ωi ( x) 长轴与短轴之比小于 2 ,所

构造的 5个函数中比值最小为 1 . 35 ,则在各Ωi ( x)

交集内有 ‖x ( t) ‖2
2 ≤1 . 35e - 0 . 3 ( t- t0 ) ‖x ( t0 ) ‖2

2 .

图 2　N = 5时系统 (26) 保收敛率吸引域

图 3为控制性能比较 ,初始状态选择在单位圆

上 ,即均在保收敛率吸引域内 ,图中实线为本文控制

器 ,虚线为文献 [9 ] 控制器. 由图可见 ,本文提出的

控制器在局部区域内大大改善了控制性能 ,并且

‖x ( t) ‖不会出现过大的超调.

图 3　系统 (26) 控制性能比较

6　结 　　论
　　正定多项式可作为候选 L yap unov函数 V ( x) ,

用于系统稳定性分析和控制器综合.本文提出了多

项式分解算法 ,可有效解决正定多项式验证问题.对

于多项式非线性系统 ,V ( x) 沿系统轨迹的导数为高

阶函数 ,其负定性可通过本文提出的多项式分解算

法转化成矩阵不等式问题有效求解.在此基础上 ,本

文提出了通过多个 Lyap unov函数来趋近收敛域问

题 ,并用于保收敛率的局部镇定控制器设计 ,取得了

良好性能.
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