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多面体不确定系统时滞依赖鲁棒预测控制
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摘　要 : 将线性状态变换引入连续时间多面体不确定时滞系统中 ,利用线性矩阵不等式 (L MI)方法 ,设计时滞相关

型鲁棒预测控制器 ;通过适当选择 Lyapunov函数 ,推导出闭环系统渐近稳定的充分条件 ,并且该条件是时滞相关的.

仿真算例验证了该方法的有效性.
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Abstract : A linear state t ransformation is int roduced into continuous2time polytopic uncertain time2delay systems. The

delay2dependent robust predictive controllers are designed by using linear matrix inequality approach. A delay2
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1　引　　言
　　预测控制是过程控制中受到广泛重视和应用的

一种新型计算机控制算法.它采用多步预测、滚动优

化和反馈校正等控制策略 ,具有优良的控制性能 ,但

在处理模型不确定性方面还存在不足[1 ] .近些年发

展起来的鲁棒预测控制算法 ,融合了鲁棒控制对不

确定性的处理方法和预测控制的滚动优化思想 ,能

很好地处理模型不确定性问题[123 ] .针对离散时间不

确定时滞系统 ,文献[ 426 ]提出了能够处理模型不确

定性和时滞等问题的鲁棒预测控制算法.然而 ,由于

被控对象的连续性 ,在鲁棒预测控制器的设计过程

中 ,不能只考虑采样点时刻系统的输出和动态特性.

文献[ 7 ]针对一类连续时间范数有界不确定广义系

统 ,基于线性矩阵不等式 (L MI)方法 ,给出了鲁棒预

测控制器的设计方法.

本文针对连续时间多面体不确定时滞系统 ,引

入线性状态变换[8 ] ,利用时滞相关度因子分离出系

统时滞 ,通过适当选择 Lyap unov 函数 ,设计基于

L MI的记忆式鲁棒预测控制器 ,所得结论以 L MI

形式给出.该方法设计简单 ,只需求解若干个 L MI ,

便可得到满足设计要求的记忆式状态反馈控制结

构.

2　问题描述
　　考虑如下连续时间多面体不确定时滞系统 :

Ûx ( t) = A ( t) x ( t) + A d ( t) x ( t - d) +

　 　　B ( t) u( t) ,

[ A ( t) 　A d ( t) 　B ( t) ] ∈Ω0 ,

x ( t) =φ( t) .

(1)

其中 : x ( t) ∈Rn为系统状态 , u( t) ∈Rm为系统控制

量 , d > 0为系统的滞后时间 ,φ( t) 为初始条件 ;Ω0

为多面体模型 ,具体形式为

Ω0 = { [ A 　A d 　B ] | [ A (λ) 　A d (λ) 　B (λ) ] =

∑
L

i = 1

λi [ A i 　A d , i 　B i ] , ∑
L

i = 1

λi = 1 ,λi ≥0} .
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这里的 A i , A d , i , B i 为已知矩阵 ;λi ( i = 1 ,2 , ⋯, L )

为不确定参数.

本文采用以下记忆式状态反馈控制结构 :

u( k T +τ, k T) =

K1 x ( k T +τ, k T) + K2 x ( k T - d +τ, k T) . (2)

式中 : k ≥0 ,τ≥0 , K1 和 K2 是待定常矩阵.

考虑二次型性能指标

min
K

max
F( kT +τ) ,τ≥0

J ( k T) ,

J ( k T) =

∫
∞

0
( x T ( k T +τ, k T) S1 x ( k T +τ, k T) +

uT ( k T +τ, k T) S2 u( k T +τ, k T) ) dτ, k ≥0 . (3)

其中 : T为采样周期 , x ( k T) = x ( k T , k T) 为采样时

刻 k T的状态测量值 , x ( k T +τ, k T) 为 k T时刻基于

模型 (1) 的 k T +τ时刻的状态预测值 , u( k T +τ, k T)

为 k T 时刻使性能指标 (3) 优化的受控输入序列在

k T +τ时刻的值.其中 S1 > 0 , S2 > 0为正定矩阵.

引理 1　对于任意的 Z , Y ∈Rn 以及任意的正

定矩阵 P ∈Rn×n ,有

2 ZT PY ≤ ZT PZ + Y T PY.

　　引理 2[9 ] 　考虑线性时变系统

Ûx ( t) = A ( t) x ( t) . (4)

假设 V ( x ( t) , t) 单调递减 ,并且是一阶分段连续可

微的.如果存在正定矩阵 X1 , X2 , X3 ,使得

x T X1 x < V ( x ( t) , t) < x T X2 x , (5)

-
d
d t

V ( x ( t) , t) ≥ x T X3 x , (6)

则满足式 (4) 的状态 x ( t) 渐近趋于 0 .

3　主要结果
　　针对系统 (1) ,引入状态变换[8 ]

y ( t) = (1 + mt) x ( t) , t > 0 , (7)

其中 0 < m ≤1为时滞相关度因子.

结合式 (1) , (2) , (7) ,将原系统重写为

Ûy ( t) = �A y ( t) + �A d y ( t - d) +

md �A d x ( t - d) + mx ( t) . (8)

其中

�A = A ( t) + B ( t) K1 , �H d = A d ( t) + B ( t) K2 .

考虑式 (7) 和 (8) ,构造如下L yap unov2Krasovskii函

数 :

V ( t) = y T ( t) Py ( t) +

∫
0

- d
x T ( t +θ) R1 x ( t +θ) dθ, (9)

其中 P和 R 1 均为正定加权矩阵. 在每一采样时刻

k T ,假设 V 满足如下条件 :

d
dτ

V ( k T +τ, k T) ≤

- ( x T ( k T +τ, k T) S2 x ( k T +τ, k T) +

uT ( k T +τ, k T) S2 u( k T +τ, k T) ) . (10)

为确保性能指标为有限值 ,假设 x ( ∞, k T) = 0 ,结

合式 (7) ,有 V ( ∞, k T) = 0 .将式 (10) 从 0到 ∞积

分 ,得 J ≤V ( k T) .显然 ,V ( k T) 就是 J的上确界.下

面将考虑 V ( k T) ,并对 V ( k T) 求最小.

定理1　设 x ( k T) 是系统 (1) 在 k T时刻的状态

测量值 ,则系统采用状态反馈控制律 (2) 实现鲁棒

镇定的充分条件是 :存在变量γ> 0 ,矩阵 Z1 , Z2 , Y ,

W 及 �M ,满足下面的优化问题 (其中状态反馈增益

K1 = Y Z - 1
1 , K2 = Y Z - 1

2 ) :

min
γ, W , �M , Y , Z1 , Z2

γ+ t r ( �M) , (11)

1 x T ( k T)

x ( k T) γ(1 + mk T) - 2 Y
> 0 , (12)

�M N T

N W
> 0 , (13)

Δ Ω m dΩ Z T
1 0 Y T Y T

ΩT 0 0 0 0 0 0

mdΩT 0 0 ZT
2 Y T 0 0

Z1 0 Z2 -
1
2

S - 1
2 0 0 0

0 0 Y 0 W 0 0

Y 0 0 0 0 - W 0

Y 0 0 0 0 0 - S - 1
1

< 0.

(14)

其中

Δ = A i Y + B i Z1 + ( A i Y + B i Z1 ) T + 2 m Y ,

∫
0

- d
x T ( k T +θ) x ( k T +θ) dθ= N N T ,

Ω = A d , i Y + B i Z2 , i = 1 ,2 , ⋯, L .

　　证明 　在采样时刻 k T ,假设 yT ( k T) Py ( k T)

≤γ,结合式 (4) ,有

x T ( k T)γ- 1 (1 + mk T) 2 Px ( k T) ≤1 .

根据 Schur补引理 ,上式等价于式 (12) .而

∫
0

- d
x T ( k T +θ) R1 x ( k T +θ) dθ=

∫
0

- d
t r ( x T ( k T +θ) W - 1 x ( k T +θ) ) dθ=

t r ( N N T W - 1 ) = t r ( N T W - 1 N) .

假设存在矩阵变量 �M ,满足 t r ( N T W - 1 N) < t r ( �M) ,

则根据 Schur 补引理 , 上式等价于式 (13) . 因此

V ( k T) ≤γ+ t r ( �M) .从而最小化问题转化为

min
γ, W , �M , Y , Z1 , Z2

γ+ t r ( �M) .

对式 (9) 求闭环系统 (8) 关于时间 t的导数为

dv ( t) / d t =

yT ( t) [ P( A ( t) + B ( t) K1 ) + ( A ( t) +

908
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B ( t) K1 ) T P] y ( t) + yT ( t) m Px ( t) +

y T ( t - d) ( A d ( t) + B ( t) K2 ) T Py ( t) +

x T ( t) R1 x ( t) + yT ( t) P( A d ( t) +

B ( t) K2 ) y ( t - d) +

x T ( t - d) [ md ( A d ( t) + B ( t) K2 ) T P] y ( t) +

y T ( t) [ md P ( A d ( t) + B ( t) K2 ) ] x ( t - d) +

x T ( t) m Py ( t) - x T ( t - d) R1 x ( t - d) . (15)

而

x T ( t) S1 x ( t) + uT ( t) S2 u( t) =

x T ( t) ( KT
1 S2 K1 + S1 ) x ( t) +

x T ( t - d) KT
2 S2 K1 x ( t) +

x T ( t) KT
1 S2 K2 x ( t - d) +

x T ( t - d) KT
2 S2 K2 x ( t - d) . (16)

由引理 1 ,有

x T ( t) KT
1 S2 K2 x ( t - d) +

x T ( t - d) KT
2 S2 K1 x ( t) ≤

x T ( t - d) KT
2 S2 K2 x ( t - d) +

x T ( t) KT
1 S2 K1 x ( t) . (17)

将式 (15) ～ (17) 代入 (10) ,并考虑到

y T ( t) m Px ( t) + x T ( t) m Py ( t) +

x T ( t) ( R1 + S1 + 2 KT
1 S2 K1 ) x ( t) =

1
1 + mt

y T ( t) m Py ( t) +
1

(1 + mt) 2 y T ( t) ( R1 +

S1 + 2 KT
1 S2 K1 ) y ( t) +

1
1 + mt

y T ( t) m Py ( t) ≤

yT ( t) ( R1 + S1 + 2 m P + 2 KT
1 S2 K1 ) y ( t) , (18)

则式 (10) 等价于

φT

Γ PΘ m d PΘ

3 0 0

3 3 2 KT
2 S2 K2 - R1

φ < 0 . (19)

其中

Θ = A d ( k T +τ) + B ( k T +τ) K2 ,

Γ = P( A ( k T +τ) + B ( k T +τ) K1 ) +

　　2 KT
1 S2 K1 + S1 + ( A ( k T +τ) +

　　B ( k T +τ) K1 ) T P + 2 m P + R1 ,

φ =

y ( k T +τ, k T)

y ( k T +τ- d , k T)

x ( k T +τ- d , k T)

,

3 表示对应矩阵块的转置.

由式 (19) ,有

Γ PΘ m d PΘ

3 0 0

3 3 2 KT
2 S2 K2 - R1

< 0 ,

根据 Schur补引理 ,上式等价于

Θ PΘ m d PΘ K T
1

3 0 0 0

3 3 - R1 KT
2

3 3 3 -
1
2

S - 1
2

< 0 , (20)

其中

Θ = P( A ( k T +τ) + B ( k T +τ) K1 ) +

2 m P + R1 + S1 + ( A ( k T +τ) +

B ( k T +τ) K1 ) T P.

将式 (20) 左右两边同时乘以变换矩阵 diag{ P- 1 ,

P- 1 , P- 1 , I} ,根据 Schur补引理 ,有

Δ11 Δ12 mdΔ12 ZT
1

ΔT
12 0 0 0

mdΔT
12 0 0 ZT

2

Z1 0 Z2 -
1
2

S - 1
2

0 0 Y 0

Y 0 0 0

Y 0 0 0

→

←

0 Y T Y T

0 0 0

Y T 0 0

0 0 0

W 0 0

0 - W 0

0 0 - S - 1
1

< 0 . (21)

记

Δ11 = A ( k T +τ) Y + B ( k T +τ) Z1 + 2 m Y +

　 　 ( A ( k T +τ) Y + B ( k T +τ) Z1 ) T ,

Δ12 = A d ( k T +τ) Y + B ( k T +τ) Z2 ,

W = R - 1
1 , Y = P- 1 ,

K1 P- 1 = Z1 , K2 P- 1 = Z2 .

因为不等式 (21) 对于 [ A ( k T +τ) 　A d ( k T +τ) 　

B ( k T +τ) ]是仿射的 ,由凸函数性质知 ,该不等式

对于不确定集Ω0 中每一个端点都成立 ,所以不等式

(21) 等价于式 (14) . □

由定理 1可以得到以下算法 :

Step1 : 令 k = 0 ;

Step2 : 测量状态 x ( k T) ;

Step3 : 在 k T时刻 ,解L MI(12) ～ (14) ,从而得

到 K1 和 K2 的表达式 ;

Step4 : 在采样周期[ k T , ( k + 1) T) 内 ,施加控

制作用

u( k T +τ, k T) =

K1 x ( k T +τ, k T) + K2 x ( k T - d +τ, k T) ,

k ≥0 ,τ≥0 ,τ∈[0 , T) ,

018
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得到闭环系统的表达式 ;

Step5 : 令 k = k + 1 ,返回 Step2 .

4　稳定性分析
　　引理 3 (可行性) 　定理 1在 k T 时刻的任意可

行解 ,在 N T ( N ≥k) 时刻依然是可行的.

引理 3的证明类似于文献 [1 ]中所采用的证明

方法 ,在此省略.

由前面的算法可确定出 k T 时刻的状态反馈控

制器 K k .当 k从 0～ ∞变化时 ,得到分段连续的状

态反馈控制序列{ Kk } ∞k = 0 . 根据引理 3 ,初始时刻的

可行性保证了优化问题 (11) 始终可行.将控制序列

代入方程 (1) ,可得分段连续闭环系统

Ûx ( t) = ( A ( t) + B ( t) Kk
1 ) x ( t) +

( A d ( t) + B ( t) Kk
2 ) x ( t - d) ,

t ∈[ k T , ( k + 1) T) , k = 0 ,1 , ⋯. (22)

　　定理 2　对于系统 (1) ,若ε, Y , Z1 , Z2 , W , �M满
足式 (12) ～ (14) ,且在初始时刻优化问题 (11) ～

(14) 可行 ,则分段连续闭环系统 (22) 是渐近稳定

的.

证明 　考虑分段连续的 Lyap unov2Krasovskii

函数

V ( x ( k T) ) =

yT ( k T) Pk y ( k T) +

∫
0

- d
x T ( k T +ξ, k T) Rk x ( k T +ξ, k T) dξ,

t ∈[ k T , ( k + 1) T) . (23)

要证明闭环系统 (22) 渐近稳定 ,只要证明一阶分段

连续可微函数 V ( x ( t) , t) 单调递减 ,且满足式 (5) 和

(6) .

首先 ,证明函数 (23) 是一阶分段连续可微的 ,

且满足式 (6) .在每一采样周期 [ k T , ( k + 1) T) 内 ,

x ( t) ∈C1 ,结合式 (7) 得到 y ( t) ∈C1 .又因为 Pk为

定常正定矩阵 , 所以 y ( t) T Pk y ( t) ∈ C1 . 又

x ( t) T Rk x ( t) - x ( t - d) T Rk x ( t - d) 在每一采样周

期内是连续的 ,因此

∫
0

- d
x ( t +ξ) T Rk x ( t +ξ) dξ∈C1 ,

t ∈[ k T , ( t + 1) T) .

于是 ,V ( x ( t) , t) 是分段连续可微的. 另外 ,在每一

采样周期内 ,有

dv ( t) / d t =

yT ( t) m P k x ( t) + y T ( t - d) ( A d ( t) +

B ( t) Kk
2 ) T Pk y ( t) + yT ( t) [ Pk ( A ( t) +

B ( t) Kk
1 ) + ( A ( t) + B ( t) Kk

1 ) T Pk ] y ( t) +

yT ( t) [ md P k ( A d ( t) + B ( t) Kk
2 ) ] x ( t - d) +

x T ( t) Rk x ( t) + yT ( t) Pk ( A d ( t) +

B ( t) Kk
2 ) y ( t - d) + x T ( t) m P k y ( t) +

x T ( t - d) [ md ( A d ( t) + B ( t) Kk
2 ) T Pk ] y ( t) -

x T ( t - d) Rk x ( t - d) . (24)

由式 (10) 和 (24) ,可得

d
d t

V ( x ( t) , t) < - x ( t) T S1 x ( t) ,

t ∈[ k T , ( k + 1) T) , k ≥0 .

式 (6) 满足.

其次 ,证明 V ( x ( t) , t) 是单调递减的.已经证明

在每一采样周期[ k T , ( t + 1) T) 内 ,
d
d t

V ( x ( t) , t) 是

负定的 ,即 V ( x ( t) , t) 是严格单调递减的 ,因此只需

证明

lim
t∈( k+1) T -

V ( x ( t) , t) =

y ( ( k + 1) T) T Pk y ( ( k + 1) T) +

∫
0

- d
x ( ( k + 1) T +ξ) T Rk x ( ( k + 1) T +ξ) dξ≥

y ( ( k + 1) T) T Rk+1 y ( ( k + 1) T) +

∫
0

- d
x ( ( k + 1) T +ξ) T Rk+1 x ( ( k + 1) T +ξ) dξ

(25)

对于所有 k ≥0均成立.结合式 (7) 并基于可行性引

理 3 ,不等式 (25) 显然成立.

最后 ,证明 V ( x ( t) , t) 满足式 (5) . 因为 x ( t +

ξ) T Rx ( t +ξ) 是参变量ξ的连续函数 ,其中ξ∈[ - d ,

0 ]. 所以存在ξ0 ∈ [ - d ,0 ] , 使得 max
ξ∈[ - d ,0 ]

x ( t +

ξ) T Rx ( t +ξ) = x ( t +ξ0 ) T Rk x ( t +ξ0 ) .假设 x ( t +

ξ0 ) T Rk x ( t +ξ0 ) = 51 x ( t) T Rk x ( t) ,51 > 0 ,则有

∫
0

- d
x ( t +ξ) T Rk x ( t +ξ) dξ≤51 d x ( t) T Rk x ( t) .

　　另外 ,根据式 (7) ,有

y ( t) T Pk y ( t) = (1 + mt) 2 x ( t) T Pk x ( t) .

因为 0 < m ≤1 , k T ≤ t < ( k + 1) T ,所以

x ( t) T Pk x ( t) < y ( t) T Pk y ( t) ≤

(1 + ( k + 1) T) 2 x ( t) T Pk x ( t) .

从而 ,存在正定矩阵 Pk 满足下述不等式 :

x T ( t) Pk x ( t) ≤V ( x ( t) , t) ≤

x T ( t) ( (1 + ( k + 1) T) 2 Pk + d51 Rk ) x ( t) .

于是式 (5) 得证.由引理 2知 ,闭环系统 (22) 是渐近

稳定的. □

5　仿真研究
　　考虑连续时间多面体不确定时滞系统 (1) ,假

定

　　A 1 =
0 1 . 3

1 - 1 . 5
, A 2 =

0 1 . 0

1 . 1 - 1 . 5
,

　　A d ,1 =
0 . 15 0 . 15

0 . 1 0 . 1
,

118
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　　A d ,2 =
- 0 . 15 - 0 . 15

0 . 1 0 . 1
,

　　B1 =
1 . 0

1 . 3
, B2 =

1 . 1

1 . 2
, S1 =

1 0

0 1
,

　　S2 = 0 . 5 , R1 =
1 . 5 1

1 3
.

初始状态取为 x (0) = [ - 4 . 3　8 . 6 ]T ,多面体不确

定参数的个数 L = 2 .运用本文算法设计状态反馈

控制器 ,得到的仿真结果如图 1～图 4所示.

图 1　状态响应曲线 ( m = 0 . 7 , d = 3)

图 2　控制律曲线 ( m = 0. 7 , d = 3)

图 3　状态响应曲线 ( m = 0. 5 , d = 4. 5)

图 4　控制律曲线 ( m = 0 . 5 , d = 4 . 5)

　　仿真结果表明 ,通过适当地选择时滞相关度因

子 ,基于 L MI方法设计的状态反馈鲁棒预测控制算

法可有效地处理时滞和不确定性问题 ,并且具有较

快的动态响应.

6　结 　　论
　　本文讨论了一类连续时间多面体不确定时滞系

统的鲁棒预测控制问题.通过引入时滞相关度因子

来调节系统时滞的大小 ,基于 L MI方法 ,设计时滞

相关型鲁棒预测控制器 ,并获得了闭环系统渐近稳

定的充分条件.仿真算例表明 ,本文方法可有效地处

理时滞和不确定性问题.
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