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摘　要 : 时滞在工程领域广泛存在 ,对此综述了线性时滞系统的稳定性研究方法. 从频域和时域两个角度详细介绍

了各种方法的特点 , 着重讨论基于线性矩阵不等式 (L MI)的分析方法 ,指出保守性是分析的重点. 对现有结果的保

守性进行比较和评述 ,并提出了改进的思路.
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Abstract : As time2delays are extensively encounted in many fields of engineering , the stability analysis method of

linear time2delay systems is outlined. The characters of f requency domain method and time domain method are

illust rated in detail. The linear matrix inequality (L MI)2based stability analysis approach is mainly discussed. It is

pointed out that the conservatism is important for the stability analysis. Comparison and discussion are given on some

existing result s. Finally , some improvement directions are discussed.
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1　引　　言
　　从系统理论的观点看 ,任何实际系统的过去状

态不可避免地要对当前的状态产生影响 ,即系统的

演化趋势不仅依赖于系统当前的状态 ,也依赖于过

去某一时刻或若干时刻的状态 ,这类系统称为时滞

系统.时滞产生的原因有很多 ,如 : 系统变量的测量

(复杂的在线分析仪) 、长管道进料或皮带传输、缓慢

的化学反应过程等都会产生时滞.时滞常见于电路、

光学、神经网络、生物环境及医学、建筑结构、机械等

领域 ,由于应用背景广泛 ,受到很多学者的关注.从

理论分析的角度来看 ,在连续域中 ,时滞系统是一个

无穷维的系统 ,特征方程是超越方程 ,有无穷多个特

征根 ,而在离散域中 ,时滞系统的维数随时滞的增加

按几何规律增长 ,这给系统的稳定性分析和控制器

设计带来了很大的困难.因此 ,对于时滞系统的控制

问题 ,无论在理论还是在工程实践方面都具有极大

的挑战性.

　　常见的时滞系统包括奇异时滞微分系统、脉冲

时滞微分系统、L urie 时滞系统、中立型时滞系统和

随机时滞系统等.其基本理论建立于 20 世纪五、六

十年代 ,迄今为止 ,研究的成果相当丰富[ 125 ] ,本文作

者限于水平及阅读范围 ,提到的只是极其有限的一

部分结果.

2　时滞系统稳定性分析基本方法
　 从工程实践的角度来看 ,时滞的存在往往导致

系统的性能指标下降 ,甚至使系统失去稳定性.例如

系统

Ûx ( t) = - 0 . 5 x ( t) (1)

是稳定的 ,但加入时滞项后 ,系统

Ûx ( t) = - 0 . 5 x ( t) + 1 . 3 x ( t - 1) (2)

变得不稳定.同时 ,时滞也可以用来控制动力系统的

行为 ,例如时滞反馈控制已成为控制混沌的主要方

法之一[6 ,7 ] .

　　通常用泛函微分方程来描述时滞系统 ,以含单
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时滞的微分方程为例 ,即

Ûx ( t) = A x + B x ( t - h) , A , B ∈Rn×n ,

x ( t) =φ( t) , t ∈[ - h ,0 ].
(3)

其中 : h > 0为时滞 ,初始条件由定义在[ - h ,0 ]的连

续可微函数φ(·) 确定 ,系统 t > 0时的行为不仅依

赖于 0时刻的状态 ,而且与时间段[ - h ,0 ]内的运动

有关 ,因此解空间是无穷维的.其特征方程是含有指

数函数的超越方程 ,即

det (λI - A - exp ( - λh) B) = 0 . (4)

　 讨论特征根需要用到很多复变函数的知识.早

在 1942年 , Pont ryagin 就提出了一种原则性方法

———Pont ryagin判据来解决这一问题 ,之后很多工

作致力于对这一判据具体化 ,使之更加实用[3 ,8 ,9 ] .

　　总之 ,时滞系统稳定性分析方法可分成 3类.

2 . 1　无限维系统理论方法

　 这种方法是将时滞系统看成无穷维系统 ,用无

穷维空间的适当算子来描述时滞系统的状态变化 ,

一方面可对时滞系统进行一般建模 ;另一方面 ,也可

表述系统的可观性和可控性等结构方面的概念.

2 . 2　代数系统理论方法

　 代数系统理论对于时滞系统的建模和分析都比

较方便 ,但在控制器的设计方面目前尚处于初期阶

段 ,还缺乏有效方法.

2 . 3　泛函微分方程理论方法

　泛函微分方程理论考虑了系统的过去对系统变

化率的影响 ,利用有限维空间以及泛函空间提供一

套适当的数学结构以描述时滞系统的状态变化.

　　目前 ,研究时滞系统主要是应用泛函微分方程

理论 ,研究范围涉及稳定性分析、控制器设计、H∞

控制、无源与耗散控制、可靠控制、保成本控制、H∞

滤波、Kalman滤波以及随机控制等.不管研究哪个

分支 ,稳定性都是基础 ,对最终形成控制方案具有非

常重要的理论和现实意义.时滞系统稳定性分析的

目的是希望找到计算简单、切实有效并且保守性尽

可能小的稳定性判据 ,研究方法主要分为两类 : 一

类是以研究系统传递函数为主的频域方法 ;另一类

是以研究系统状态方程为主的时域 (状态空间) 方

法.

2 . 3 . 1　频 域 法

　频域法是最早提出的稳定性分析方法 ,它基于

超越特征方程根的分布或复 L yap unov矩阵函数方

程的解来判别稳定性.类似于不包含时滞的线性系

统 ,线性时滞系统稳定的充要条件是闭环特征方程

的解均具有负实部.由于时滞系统闭环特征方程是

一个具有无穷多解的超越方程 ,其稳定性分析比无

时滞系统要复杂得多.但是利用频域法对系统进行

分析具有直观易懂的特点 ,只要分析系统的特征根

分布就可在一定程度上了解系统的稳定性和动态性

能 ,并且计算量小、物理意义强 ,因此采用频域方法

进行线性时滞系统稳定性分析 ,具有重要的理论意

义和实际价值.

　 从频域角度出发 ,对系统进行稳定性分析的方

法主要包括 : 图解法、解析法和复 L yap unov方法.

　　Nikiforuk[10 ] 于 1965年提出一种简单的双轨迹

法的图解方法 ;Mukherjee[11 ] 在此基础上探讨了控

制环增益与系统前向通道中时滞之间的变化关系 ;

最近 ,运用双轨迹法进行时滞系统稳定性分析的文

献还有很多[12214 ] .

　利用解析法进行相关研究的文献包括 :文献

[15 ]利用超越特征方程根的分布得到了稳定的充

分条件. Thowsen[16 ] 通过引入适当的变换 ,将特征

方程化为非超越的形式 ,得到了 Rout h2Hurwitz 型

稳定性判据. Watanabe 等[17 ,18 ] 通过有限谱配置分

析时滞系统的稳定性.文献[19 ]基于 Pont ryagin判

据提出了适用于准多项式 H ( s , eθs ) 的 Hermite2
Biehler推广定理. Rekasius[20 ] 以时滞项的双线性变

换为基础提出了一种伪时滞法 , 在此基础上

Olgac[21 ] 证明了这种双线性变换的引入有助于准多

项式 H ( s ,eθs ) 的稳定性分析 ,并可用来方便地估计

闭环特征式的虚轴零点. Walton[22 ]提出了一种不需

要引入双线性变换而能够删除准多项式中指数项的

直接法. Zhang[23 ]给出了基于L yap unov方程的线性

时滞系统稳定条件 ,并建立了该条件与用于鲁棒性

分析的小增益定理之间的等价关系.国内学者胥布

工[24 ]、俞元洪[ 25 ]、刘和涛[26 ]、张作元[27 ] 等也在这一

领域进行了相关研究.

　复L yap unov方法是 Repin[28 ]于 20世纪 80年代

首次提出的 ,其思想是利用复L yap unov方程的正定

Hermitian 矩阵解进行稳定性分析. 该想法被

Brierley 等[ 29 ] 用来研究复 L yap unov 方程正定

Hermitian解的存在性 ,进而得到一个具有可公度

时滞的线性系统稳定性的充要条件. Lee等[30 ] 将这

一结果推广到中立型时滞系统. Agat hoklis等[ 31 ] 进

一步研究了具有不可公度滞后的线性系统 ,得到了

稳定性的充分条件.

　虽然频域法理论上容易得到系统稳定的充要条

件 ,但在考虑控制器的设计时 ,由于涉及到系统特征

方程的处理 ,计算非常复杂 ,特别是对于多变量高维

系统、非线性微分系统或中立型系统.并且 ,频域法

难于处理含有不确定项以及参数时变的时滞系统.

2 . 3 . 2　时 域 法

　时域法是目前时滞系统稳定性分析和综合的主

248
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要方法 ,易于处理含有不确定项、时变参数和时变时

滞的系统以及非线性时滞系统. 时域法主要包括

L yap unov2Krasovskii 泛函法、Razumikhin 函数法、

L yap unov函数结合 Razumikhin型定理方法、时滞

不等式方法. L yap unov泛函法和 Razumikhin 函数

法 ,分别由 Krasovskii和 Razumikhin于 20世纪 50

年代末提出 ,是目前应用最广泛的两种方法.时滞不

等式方法由 Halanay建立于 20世纪 60年代 ,是非线

性、脉冲、变时滞等复杂时滞系统稳定性分析的强有

力工具[32 ] .另外 ,通过估计方程的基本解矩阵也可

得到稳定性条件[33 ] ,但该方法依赖于不等式技巧 ,

得到的条件往往过于保守.下面重点介绍Lyap unov2
Krasovskii泛函法和 Razumikhin函数法.

2. 3. 2. 1　Razumikhin函数法

　　使用 Razumikhin 函数法 , 避免了构造

L yap unov泛函的麻烦 ,被许多学者广泛应用和推

广 ,该方法的理论基础是著名的 Razumikhin稳定性

定理[34 ] .

　　Razumikhin稳定性定理主要应用于非线性和

不确定时滞系统 ,用于线性时滞系统 ,得到的稳定性

条件相对较为保守.这方面的成果包括 : Trinh等[35 ]

使用 Razumikhin稳定性定理研究了带有非线性扰

动的时变时滞系统的稳定性和镇定 ; Park[36 ] 基于

Razumikhin稳定性定理首次提出了模型变换 ;

J ankovic[37 ] 总结 了 几 类 时 滞系 统 的 系 统化

L yap unov2Razumikhin函数的构造方法等.在国内 ,

刘永清等[38 ] 较早研究了线性定常时滞系统和时变

时滞系统的镇定问题.关于这方面更详细的论述可

参见文献 [2 ,3 ] .利用 Razumikhin函数法得到的稳

定性结果与利用 L yap unov2Krasovskii 泛函法得到

的结果有些相似 ,对后者施加某些约束往往即可得

到前者[39 ] ,因而使用 Razumikhin 函数法得到的结

果相对较为保守 ,但该方法适于快变时滞系统.一般

认为 Lyap unov2Krasovskii泛函法不适于快变时滞

系统 ,但这一看法最近发生了改变 ,文献 [ 40 ] 利用

L yap unov2Krasvskii方法解决了一类区间时变时滞

系统稳定性问题 ,允许时滞是快变的.

2. 3. 2. 2　L yap unov2Krasovskii 泛函法

　　Krasovskii在 1963年发表的一篇文章中[41 ] ,用

L yap unov2Krasovskii泛函取代了传统意义上的二

次正定 L yap unov函数 ,在此基础上 ,针对时滞系统

给出了一类新的稳定性分析方法 ———L yap unov2
Krasovskii 泛 函 法 , 其 思 想基 础 是 L yap unov2
Krasovskii稳定性定理[39 ] .

　对于复杂系统或非线性系统 , L yap unov2
Krasovskii泛函的构造需要很高的技巧 ,并且利用

L yap unov2Krasovskii泛函法进行时滞系统稳定性

分析 ,最终得到的条件基本上都可转化为类 Riccati

方程 (或不等式) . 20 世纪 80 年代和 90 年代初期 ,

Riccati方法是研究热点.求解 Riccati 方程 (或不等

式) 主要采用迭代法 ,其缺点是 :1) 收敛性得不到保

证 ;2) 需要事先给定一些待定参数 ,目前还缺乏寻

找这些参数最佳值的方法 ,并且参数的人为设定给

系统的分析和综合带来很大的保守性.内点法的提

出[42 ] ,并成功用来求解具有线性矩阵不等式约束的

凸优化问题 ,较好地弥补了 Riccati方法求解上的不

足 ,不需要预先给定任何参数和正定对称矩阵 ,可直

接用Matlab软件中的L MI工具箱进行求解.内点法

主要思想是 : 利用约束条件定义一个闸函数 ,该函

数在可行域内部是凸的 ,在可行域外部定义为无穷

大.通过在目标函数中添加这样一个闸函数 ,使得原

先的约束优化问题转化成一个无约束的优化问题 ,从

而可以利用求解无约束优化问题的牛顿法来求

解[43 ] .由于利用 Lyapunov2Krasovskii 方法只能得到

稳定的充分条件 ,减小条件的保守性是努力的方向.

在过去的 10 年里 ,很多学者致力于这方面的研

究[44248 ] .利用 Lyapunov2Krasovskii 泛函法 ,结合线性

矩阵不等式 (LMI) 这一工具对时滞系统进行稳定性

分析 ,得到的结果便于进行控制器的设计和综合 ,因

此成为控制理论和控制工程领域研究的热点问题.

　　不管采用哪种方法进行稳定性分析 ,按照是否

依赖于时滞大小 ,得到的稳定性条件都可分为两类 :

时滞依赖 (时滞相关)稳定性条件和时滞独立 (时滞

无关) 稳定性条件.时滞独立的稳定性条件 ,优点是

较为简单 ,容易验证 ,且易于控制器设计 ;缺点是对

于小时滞系统具有较强的保守性.而时滞依赖稳定

性条件要求当时滞为零时 ,系统是稳定的 ,这样由于

系统解对时滞的连续依赖 ,一定存在一个时滞上界

h
-

,使得对于 Πh∈[0 , h
-

] ,系统均是稳定的.相应地 ,

最大允许时滞界 h
-

就成为衡量时滞依赖条件保守

性的主要指标.近年来 ,在稳定性分析、鲁棒控制、

H∞控制、可靠控制、保成本控制、饱和输入控制以

及混沌系统控制中的时滞依赖问题已引起了很多学

者的关注和广泛研究.减少结果的保守性主要采用

3种方法 : 交叉项界定方法、模型变换方法以及

L yap unov2Krasovskii泛函的适当选取.目前得到的

时滞依赖稳定性结果都是基于以上一个或多个技术

的结合. 其中 , Fridman 提出的描述模型变换方

法[49251 ]结合 Moon不等式[52 ]方法 ,可以得到具有较

小保守性的稳定性准则.最近也出现了一些新的思

想和方法 ,如韩清龙[53 ]和张先明[54 ]的积分不等式法

348
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(两个积分不等式形式不同 ,本质上是等价的) ,何

勇[ 55 ] 和徐胜元[56 ] 的自由矩阵法 , 以及新的

L yap unov2Krasovskii泛函选取方法[ 57260 ]等.

　　(1) 有关 L yap unov 2Krasovskii泛函的选取

　　L yap unov2Krasovskii 泛 函 法 是 对 经 典 的

L yap unov二次函数的推广 ,常见的形式有

V 1 ( x t ) = x T ( t) Px ( t) ,

V 2 ( x t ) = x T ( t)∫
0

- hi

Q i x ( t +θ) dθ,

V 3 ( x t ) =∫
0

- hi

x T ( t +θ) S i ( x +θ) dθ,

V 4 ( x t ) =∫
0

- hi∫
t

t+θ
x T ( s) R i x ( s) dsdθ,

V 5 ( x t ) = x T ( t)∫
0

- hi

P i (η) x ( t +η) dη,

V 6 ( x t ) =∫
0

- hi∫
0

- hi

x T ( t +η) Pi (η,θ) x ( t +θ) dηdθ,

V 7 ( x t ) =

∫
t

0∫
σ

σ- h(σ)

x (σ)

x (σ- h(σ) )

x ( s)

T

X

X (σ)

x (σ- h(σ) )

x ( s)

dsdσ,

V 8 ( x t ) =∫
t

0∫
β

β- h

x (β)

Ûx (β)

Ûx (α)

T

X

x (β)

Ûx (β)

Ûx (α)

dαdβ. (5)

其中

P ≥0 , Pi ≥0 , Qi ≥0 ,

R i ≥0 , S i ≥0 , Pi (·) ≥0 ,

X =

X11 X12 X13

3 X22 X23

3 3 X33

≥0 .

　 一般来说 ,利用 V 2 ,V 3 得到的多为时滞独立的

稳定性结果 ,当时滞类型为离散型时滞或分布型时

滞时 ,利用 V 4 得到的多为时滞依赖的稳定性结果 ,

相应的稳定性条件是充分条件.利用 V 5 ,V 6 可以得

到稳定的充要条件[60 ] ,但结果不能推广到不确定系

统.文献 [61 ,62 ] 针对该情况 , 提出一种“离散化

L yap unov”方法 ,在保守性方面有了较大改进 ,但计

算复杂度也随之提高 ,且难于进行控制器设计.二者

的主要区别是后者构造的 Lyap unov2Krasovskii 泛

函不含离散化状态 ,并且后者严格证明了随着离散

区间数目的增加 ,稳定性准则的保守性相应减小.值

得一提的是 ,针对如下经典例子 :

Ûx ( t) =
- 2 0

0 - 0 . 9
x ( t) +

- 1 0

- 1 - 1
x ( t - h) ,

文献[62 ]在理论上分析了保证系统稳定的时滞上

界 ,并指出其最大值为 6 . 17 .

　　利用 V 7 ,V 8 并结合描述模型变换法 ,也可以有

效地减小结果的保守性[57 ,58 ] . 此外 , Haddad[63 ] ,

Gahinet [64 ] 以及 Feron[65 ] 等人于 20世纪 90年代中

期提出的参数依赖L yap unov泛函方法 ,在减少保守

性方面又迈进一步.文献 [66 ] 是其代表性文章 ,通

过引入附加的自由变量来消除 L yap unov矩阵与系

统矩阵的乘积项 ,从而获得保守性较小的鲁棒稳定

性条件. Lin在[67 ]中将这种方法与自由矩阵法[55 ]

有机结合 ,进一步减小了结果的保守性.利用参数依

赖L yap unov泛函方法得到的结果 ,大多局限于具有

多胞型不确定性的系统. 最近 , [68 ] 应用多项式优

化领域中的 SOS 分解理论[69 ] , 构造参数依赖的

L yap unov泛函 ,在减小保守性方面进一步取得了突

破.该方法可以推广到更广一类时滞系统 (包括标称

时滞系统 ,非线性时滞系统 ,结构不确定系统) .鉴于

目前多项式优化理论的快速发展[70 ,71 ] ,该理论有望

在时滞系统稳定性分析以及控制器的设计方面提供

更为系统化的方法 ,并成为理论研究和实际应用方

面的新热点.

　　(2) 交叉项界定方法

　在现有的许多稳定性分析中 ,针对 L yap unov函

数时间导数项中的交叉项 ,采用矩阵不等式对其进

行不同程度的放大 ,使得导出的稳定性条件具有不

同的保守性 ,这一方法称为交叉项界定方法.不失一

般性 ,这里不妨将该概念进一步拓展 ,认为文献[53 ,

54 ] 中使用的积分不等式法也属于交叉项界定方

法.将其与几个常用不等式合在一起进行保守性的

比较.假设 a和 b两个向量线性无关 ,稳定性分析中

常用的矩阵不等式有 :

　　1) - 2 aT b ≤η1 = inf
X > 0

{ aT Xa + bT X - 1 b} . (6)

　　2) Park不等式[48 ]

- 2 ( a + Mb) T b ≤η2 =

inf
X > 0

{ ( a + Mb) T X ( a + Mb) + bT X - 1 b} , (7)

或等价的

- 2 aT b ≤η2 =

inf
X > 0 , M

a

b

T X X M

3 ( M T X + I) X - 1 ( XM + I)

a

b
.

(8)

　　3) Moon不等式[52 ]

- 2 aT b ≤η3 = inf
X , Y , Z , N

a

b

T X Y - N

3 Z

a

b
,

(9)

其中
X Y

3 Z
≥0 .
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　　4) 张积分不等式[54 ]

-∫
t

t- h
Ûx T ( s) XÛx ( s) ds ≤η4 =

inf
N1 , N2 , X >0

x ( t)

x ( t - h)

T N 1 + N T
1 - N T

1 + N 2

3 - N 2 - N T
2

x ( t)

x ( t - h)
+

h
x ( t)

x ( t - h)

T N T
1

N T
2

X - 1 [ N 1 　N 2 ]
x ( t)

x ( t - h)
, (10)

其中 X > 0 .

　　5) 韩积分不等式[53 ]

-∫
0

- h
Ûx T ( t +ξ) XÛx ( t +ξ) dξ≤η5 =

inf
X > 0

x ( t)

x ( t - h)

T - h- 1 X h - 1 X

3 - h- 1 X

x ( t)

x ( t - h)
,

(11)

其中 X > 0 .

　　这里式 (7) 和 (8) 的等价性在文献[43 ]中已给

出证明 ,作者同时指出η1 ≥η2 ≥η3 .而η4 与η5 尽管

看起来迥然相异 ,但事实上二者相等.关于这一点 ,

可利用 Finsler 定理进行证明 ,证明方法参照文献

[72 ] ,其中投影矩阵可类似选取. 回到文献 [53 ] 和

[54 ] ,重新审视两个积分不等式 (10) , (11) 的证明

过程 ,不难发现韩积分不等式是利用詹生不等式直

接得到的 ,而张先明积分不等式是在 Moon不等式

基础上通过增加自由变量得到的.η4 =η5说明了殊

途同归的道理.

　 关于η3 与η4 ,η5 ,直接比较是困难的 ,必须结合

相应的稳定性准则进行讨论.而基于 L MI得到的稳

定性准则在矩阵结构、变量维数、个数等方面有所

不同 ,难于直接比较.以往的研究基本上还停留在数

值比较的基础上.文献[72 ,73 ]另辟蹊径 ,从理论上

对已有结果的保守性进行分析 ,严格证明了近 3 年

来发表在 IEEE AC和 Automatica等著名杂志上的

几个有代表性的稳定性准则[51 ,53 . 55258 ,74 ] 彼此是等价

的.证明的思想来源于 Finsler 定理 ,通过构造适当

维数的投影矩阵 ,可以对维数、变量均不相同的矩阵

不等式进行解空间的比较. 巧合的是 , 就在同年

Gouaisbaut 也做了类似的工作 , 他在一篇会议论

文[75 ] 中利用二次分离定理得出了与文献 [53 ]相同

的结果 ,并在理论上证明了该结果与文献 [55 ,56 ,

74 ]中相应结果的等价性.

　注意到上面提到的稳定性准则均是在选取相同

的 L yap unov泛函

V ( t , x t ) = x T ( t) Px ( t) +∫
t

t- h
x T (ξ) Qx (ξ) dξ+

∫
t

t - h
( h - t +ξ) Ûx T (ξ) ( hR) Ûx (ξ) dξ

(12)

基础上得到的 ,因而仔细推敲以上准则的等价性可

得到一些有趣的结论.

　 具体来说 ,在上述等价的稳定性准则中 ,文献

[51 ]中的准则是利用描述模型变换[50 ] 结合 Moon

不等式[52 ] 得到的 ; [74 ]是利用 Finsler定理得到的 ;

而[53 ,54 ]是直接利用积分不等式 (10) 和 (11) 得到

的 ,没有使用模型变换 ; [55 ]和 [56 ]是利用自由变

量法得到的 ,但二者在选取自由变量的个数以及自

由变量的维数方面不尽相同.以上一系列结果彼此

等价 ,从侧面说明 ,在线性时滞系统的稳定性分析

中 ,利用现有方法 (如描述模型变换法、自由矩阵法、

Finsler定理法和积分不等式法等) 得到的结果 ,尽

管在形式、变量、矩阵结构等都有所不同 ,但解空间

是相同的.同时也说明 ,利用现有的方法进行稳定性

分析 ,已经遇到了瓶颈 ,难有突破性进展 ,必须采用

新的方法和工具来进一步减小结果的保守性.

　 需要指出的是 :文献 [53 ]利用积分不等式法给

出了一个简单的稳定性结果 ; [75 ]采用二次分离原

理也给出了同样的结果.这一结果由于结构简单 ,变

量个数少 ,矩阵阶数小 ,更易于优化问题求解.具体

结果如下 :

　　引理1[53 ,75 ] 　对于给定的 h > 0 ,如果存在实矩

阵 P > 0 , Q > 0 , R > 0 ,使得矩阵不等式

ψ =

A T P + PA + Q - R PB + R hA T R

3 - Q - R hB T R

3 3 - R

< 0

(13)

有解 ,则系统 (3) 渐近稳定.

　 随后 , Gouaisbaut [76 ] 利用时滞算子的泰勒级数

展开并结合二次分离原理 ,给出一类新的稳定性准

则 ,并且证明 ,随着展开项阶数增大 ,余项将趋近于

零 ,稳定性准则的保守性也会相应减小.这一方法为

进一步减小保守性提供了思路.

　　(3) 几种模型变换

　 在时滞系统稳定性分析中 ,模型变换是经常采

用的方法.模型变换容易引入原系统没有的极点 ,又

称为附加动态特性[39 ,51 ] ,使得变换后的模型与最初

的系统模型之间不等价 ,结果导致原系统失稳. 另

外 ,由于模型变换异致的不等价 ,也可能导致得到的

稳定性准则相对保守.

　 模型变换中经常要用到牛顿 2莱布尼兹公式

x ( t - h) = x ( t) -∫
t

t - h
Ûx ( s) ds. (14)

例如 ,针对系统 (3) 的如下几种常见模型变换 :

　　1) Ûx ( t) = ( A + B) x ( t) -

　　　　　　B∫
t

t- h
[ A x ( s) + B x ( s - h) ]ds; (15)
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　　2) 中立型变换

d
d t [ x ( t) + B∫

t

t- h
x ( s) ds] = ( A + B) x ( t) ; (16)

　　3) Ûx ( t) = ( A + B) x ( t) - B∫
t

t - h
Ûx ( s) ds ; (17)

　　4) 描述模型变换

Ûx ( t) = y ( t) ,

0 = - y ( t) + ( A + B) x ( t) - B∫
t

t- h
y ( s) ds.

(18)

都是在牛顿 2莱布尼兹公式基础上得到的.

　　这里 ,模型变换 1) 增加了特征根的个数 ,从而

引入了系统附加动态特性 ,使变换后的模型与原模

型不等价. 而中立型变换 2) , 通常和下列

L yap unov2Krasovskii泛函配合使用 :

V ( t) = DT ( x t ) P1 Dx t +

∫
0

- h∫
t

t+θ
x T ( s) Rx ( s) dsdθ, (19)

其中

Dx t = x ( t) + A 1∫
t

t- h
x ( s) ds. (20)

　　如果ÛV ( t) < 0 ,并且 Dx t = 0渐近稳定 ,则系统

(3) 渐近稳定.但事实上 Dx t = 0渐近稳定这一点很

难验证 ,一般是利用其充分条件 h| A 1 | < 1来保证 ,

但这样会进一步带来保守性 ,而且中立型变换 2) 不

适于时变时滞的情形.模型变换 3) 和 4) 与原系统

是等价的 ,也适于时变时滞情形 ,特别是模型变换

3) 结合 Moon不等式法曾衍生出一大批重要结果.

但文献 [72 ,73 ,75 ]的结论从侧面说明 ,该变换并不

是完全必要的 ,至少在稳定性分析的框架之下 ,该方

法完全可用其他方法取代 ,例如积分不等式方法等.

　 以上讨论的多是连续系统 ,在工业控制系统以

及通讯网络控制系统中 ,由于数据采样的需要 ,必须

把连续时间系统离散化 ,由此得到离散时滞系统.与

连续时滞系统不同的是 ,离散时滞系统可通过状态

增维的方式变换成一个无时滞系统 ,因此离散时滞

系统本质上是一个有限维系统 ,进而可以得到系统

稳定的充要条件.但是如果时滞很大 ,所导出的无时

滞系统阶数就会很高 ,给研究带来不便.因此 ,在进

行稳定性分析和控制器设计时 ,很多情况下仍然采

用与连续时滞系统平行的做法. 另外 ,由于篇幅有

限 ,本文没有提及含有不确定性的时滞系统分析方

法 ,一方面是因为作者希望在一个朴素、简单的模型

背景下讨论稳定性问题 , 而不确定性包含很多类型

(如多胞型不确定性、结构不确定性、区间不确定性

等) ,反而不容易突出主题 ;另一方面 ,针对标称线性

时滞系统 ,利用线性矩阵不等式方法得到的结果往

往可以平行地推广到含不确定性的时滞系统.关于

含有不确定性的时滞系统的稳定性分析 ,读者可在

Gu[39 ] 一书中发现更多的结论.

3　问题与展望
　　1) 目前有关时滞系统稳定性的分析结果很多 ,

但是进行控制器设计时 ,只在个别情况下才会得到

线性矩阵不等式 (L MI) ,多数情况下得到的是多项

式矩阵不等式 ( PMI)或双线性矩阵不等式 (BMI) .

如何将多项式矩阵不等式转化为 L MI ,或者在无法

转化成 L MI时 ,如何对其利用优化方法进行求解 ,

是今后继续努力的方向.目前发展起来的多项式优

化理论有望为这一问题提供系统化方法[ 69271 ] .

　　2) 如何得到计算复杂性低 ,同时保守性较小的

稳定性准则是未来的努力方向. 其中 L yap unov2
Krasovskii 泛函的适当选取 ,尤其是参数依赖的

L yap unov泛函的选取 ,将对结果的保守性产生积极

影响 ,而利用二次分离原理[75 ]进行稳定性分析 ,也

为减小结果的保守性提供了思路.这方面还有大量

的工作有待进行.

　　3) 基于线性矩阵不等式的稳定性准则在保守

性方面难于比较 ,至少看起来不直观.原因是线性矩

阵不等式在矩阵维数、变量及变量个数方面有所不

同.以往的比较是基于数值例子 ,理论分析较少 ,文

献[ 72 ,73 ,75 ]在这方面做了很好的探索.如何进一

步寻求系统化方法进行相关分析 ,这方面的工作很

有意义.

　　4) 近年有关时滞的讨论多数集中在线性系统 ,

有关非线性时滞系统的讨论则较少 (当然也有例

外[6 ] ) ,而实际系统往往是非线性的 ,这也是进一步

努力的方向之一.

　　5) 近年来对网络控制系统、无线通讯网络、无

线传感器网络的研究蓬勃兴起 ,因网络中的信息必

须通过通信网络分时传送 ,不可避免地在控制环路

中引入了通讯延迟 (时滞) ,消除时滞对网络系统的

稳定性影响是备受关注的问题 ,是推动时滞系统进

一步研究发展的动力.
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