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基于直觉模糊三角模的直觉模糊粗糙集
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摘　要 : 提出一种基于直觉模糊三角模的直觉模糊粗糙集.首先 ,定义了直觉模糊集上的 T模及其剩余蕴涵 ,研究了

直觉模糊 T模的剩余蕴涵的性质 ,并推导了通用计算表达式 ;然后 ,将模糊 T粗糙集扩展成直觉模糊粗糙集 ,证明了

模糊 T粗糙集、粗糙模糊集和 Pawlak粗糙集都是直觉模糊粗糙集的特殊情形 ;最后 ,证明了直觉模糊粗糙集的一些

性质.
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Abstract : A kind of intuitionistic fuzzy rough set s based on intuitionistic t riangle norm is presented. Firstly ,

intuitionistic fuzzy T2norm and it s residual implication are defined , properties of residual implication operator of

intuitionistic fuzzy T2norm are researched , and it s general expression is deduced. Then , the intuitionistic fuzzy rough

set s modal which extends f rom fuzzy T rough set s is deduced , and the proposition that fuzzy T rough set s , rough

fuzzy set s and Pawlak rough set s are special cases of intuitionistic fuzzy rough set s is proved. Finally , some properties

of intuitionistic fuzzy rough set s are proved.
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1　引　　言
　　粗糙集理论是一种处理不精确、不确定与不完

全数据的新的数学理论.由于它在人工智能、知识发

现、数据挖掘、决策支持与分析等方面的广泛应用 ,

近年来得到各国学者的广泛研究. Pawlak粗糙集模

型是由经典集合基于论域 U 上的等价关系而得出

的近似[1 ] ,对论域 U 进行硬划分 ,可把每个概念严

格地划分到某类知识中 ,具有“非此即彼”的“分明概

念”,因此这种划分的类别界限是分明的. Dubois模

糊粗糙集模型由模糊集合基于论域 U 上的模糊 T

相似关系而得出的近似[2 ,3 ] ,对论域 U 进行模糊划

分 ,得到了概念属于各类知识的不确定性程度 ,表达

了概念类属的“亦此亦彼”的“模糊概念”,即建立起

了概念对于各类知识的不确定性的描述 ,能更客观

地反映现实世界 ,从而成为粗糙集理论研究的热点.

　　Atanassov直觉模糊集合[4 ,5 ] ( IFS)是对 Zadeh

模糊集理论最有影响的一种扩充和发展. IFS增加

了一个新的属性参数———非隶属函数 ,进而还可以

描述“非此非彼”的“模糊概念”,更加细腻地刻画了

客观世界的模糊性本质[6 ] .文献[7 ]在直觉模糊等价

关系的基础上 ,将模糊粗糙集模型进一步扩展为直

觉模糊粗糙集模型 ,具有重要的理论研究和应用价

值 ,但是没有研究直觉模糊集上 T 模的剩余蕴算

子 ,不便于进行直觉模糊粗糙理论研究.

　　本文研究了直觉模糊 T模的剩余蕴涵的性质 ,

并推导了通用计算表达式.在此基础上 ,推导了直觉

模糊粗糙集模型 ,证明了模糊 T 粗糙集、粗糙模糊

集和 Pawlak粗糙集都是直觉模糊粗糙集的特殊情
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形 ,并证明了直觉模糊粗糙集的性质.

2　直觉模糊集

　　定义 1[4 ] 　设 X是一个给定论域 ,则 X上的一

个直觉模糊集为

A = {〈x ,μA ( x) ,υA ( x)〉| x ∈ X} , (1)

其中μA ( x) : X →[0 ,1 ]和υA ( x) : X →[0 ,1 ]分别代

表 A 的隶属函数和非隶属函数 ,且对于 A 上的所有

x ∈X ,0 ≤μA ( x) +υA ( x) ≤1成立.直觉模糊集 A

可简记为 A =〈x ,μA ( x) ,υA ( x)〉.显然 ,每一个一般

模糊子集对应于下列直觉模糊集 A = {〈x ,μA ( x) ,1

- μA ( x)〉| x ∈ X} .

　　对于 X中的每一个直觉模糊子集 ,称πA ( x) =

1 - μA ( x) -υA ( x) 为 A中 x 的直觉指数 ,它是 x对

A 的犹豫程度的一种测度.

　　定义2[5 ] 　设 A和B是给定论域 X上的直觉模

糊子集 ,则有 :

　　1) A ∩B = {〈x ,μA ( x) ∧μB ( x) ,υA ( x) ∨

　　　　　　　　υB ( x)〉| Π x ∈ X} ;

　　2) A ∪B = {〈x ,μA ( x) ∨μB ( x) ,υA ( x) ∧

　　　　　　　　υB ( x)〉| Π x ∈ X} ;

　　3) �A = A c = {〈x ,υA ( x) ,μA ( x)〉| x ∈ X} ;

　　4) A Α B Ζ Π x ∈ X , [μA ( x) ≤

　　　　　　　μB ( x) ∧υA ( x) ≥υB ( x) ].

　　定义 3[9 ] 　令

L 3 = { ( x1 , x2 ) | x1 + x2 ≤1 , ( x1 , x2 ) ∈[0 ,1 ]2 ,

且有 ( x1 , x2 ) ≤L 3 ( y1 , y2 ) Ζ x1 ≤ y1 ∧ x2 ≥ y2 ,

Π ( x1 , x2 ) , ( y1 , y2 ) ∈L 3 ,则称 ( L 3 , ≤L 3 ) 为完备

格.

　　显然 ,对于论域 U上的直觉模糊集合 A 可等价

为 A :U →L 3 : x |→(μA ( x) ,υA ( x) ) , Π x ∈U .为简

便起见 ,本文用 X ( x) = ( x1 , x2 ) 来表示直觉模糊集

A =〈x ,μA ( x) ,υA ( x)〉,显然 , X ( x) ∈L 3 . L 3 上的

0L 3 = (0 ,1) ,1L 3 = (1 ,0) .

3　直觉模糊三角模
　　定义 4　记 I = [0 ,1 ] ,映射 T : I ×I → I称为

三角模 ,若 T满足下列条件 :

　　1) 两极律

T (0 ,0) = 0 , T (1 ,1) = 1 ;

　　2) 交换律

T ( a , b) = T ( b , a) , a , b ∈ I ;

　　3) 结合律

T ( T ( a , b) , c) = T ( a , T ( b , c) ) , a , b , c ∈ I ;

　　4) 单调律

a ≤c , b ≤ d ] T ( a , b) ≤ T ( c , d) , a , b , c , d ∈ I.

　　此外 ,若三角模 T满足 T ( a ,1) = a时 ,称为 T

模 ;若三角模 T满足 T ( a ,0) = a时 ,称为 S模.并且

T模与 S 模统称为三角模.

　　定义 5[8 ] 　设 T是 I = [0 ,1 ]上的下半连续 T

模 ,定义 I上的二元算子θT : I ×I → I如下 :

θT ( a , b) = sup{ c ∈ I | T ( a , c) ≤b} , a , b ∈ I ,

(2)

称θT 为 T 的剩余蕴涵.下文将下标省去.

　　I = [0 ,1 ]上的对偶 T模和 S 模具有如下的性

质 :

S ( a , b) = 1 - T (1 - a ,1 - b) , a , b ∈ I. (3)

　　定义 6　T和 S 是 I = [0 ,1 ]上的对偶 T模和

S模 ,定义 L 3 上的二元算子Φ和Ψ( L 3 ×L 3 →

L 3 ) 为

Φ( x , y) = ( T ( x1 , y1 ) , S ( x2 , y2 ) ) , (4)

Ψ( x , y) = ( S ( x1 , y1 ) , T ( x2 , y2 ) ) , (5)

其中 x , y ∈U .利用对偶性质可得

Φ( x , y) = ( T ( x1 , y1 ) ,1 - T (1 - x2 ,1 - y2 ) ) ,

(6)

Ψ( x , y) = (1 - T (1 - x1 ,1 - y1 ) , T ( x2 , y2 ) ) .

(7)

　　容易验证 , T ( x1 , y1 ) + 1 - T (1 - x2 ,1 - y2 ) ≤

1 ,Φ和Ψ都满足两极律、交换律、结合律和单调律 ,

并且有Φ(1L 3 , y) = y ,Ψ(0L 3 , y) = y.因此Φ和Ψ

分别称为 L 3 (直觉模糊集合) 上的 T模和 S模 ,统称

为 L 3 上的三角模.

　　定义7　设Φ是L 3 上的下半连续 T模 ,有限论

域U上的二元直觉模糊关系 R称为直觉模糊Φ相似

关系 ,若 R 是自反对称和Φ传递 (即Φ( R ( x , z) ,

R ( x , y) ) ≤L 3 R ( z , y) ) 的.

　　定义8　设Φ是L 3 上的下半连续 T模 ,定义二

元算子 (ΘΦ :L 3 ×L 3 →L 3 )

ΘΦ ( x , y) = sup{ z ∈L 3 | Φ( x , z) ≤L 3

y , x , y ∈L 3 } , (8)

则称ΘΦ为Φ的剩余蕴涵.为简便起见 ,下标省去.

　　定理 1　设Φ是 L 3 上的 T模 ,θ为 T模的剩余

蕴涵 ,则Φ的剩余蕴涵为

Θ( x , y) = (θ( x1 , y1 ) ∧θ(1 - x2 ,1 - y2 ) ,

1 - θ(1 - x2 ,1 - y2 ) ) , x , y ∈L 3 .

(9)

　　证明

Θ = sup{ z ∈L 3 | Φ( x , z) ≤L 3 y} =

sup{ z ∈L 3 | ( T ( x1 , z1 ) ,

1 - T (1 - x2 ,1 - z2 ) ) ≤L 3 ( y1 , y2 ) } =

sup{ z ∈L 3 | ( T ( x1 , z1 ) ≤ y1 ,

T (1 - x2 ,1 - z2 ) ≤1 - y2 ) } .
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从上式可以看出 ,在保证 z1 + z2 ≤1的前提下 ,对 z

求上界 ,等效于对 z1 求上界和对 z2 求下界.为保证

z1 + z2 ≤1 ,在 z1 增加一项加以约束 ,即
Θ =

( sup{ z1 ∈ I | ( ( T ( x1 , z1 ) ≤ y1 ) ∧ ( T (1 - x2 , z1 ) ≤

1 - y2 ) ) } ,inf{ z2 ∈ I | T (1 - x2 ,1 - z2 ) ≤1 - y2 } ) =

(θ( x1 , y1 ) ∧θ(1 - x2 ,1 - y2 ) ,1 - θ(1 - x2 ,1 - y2 ) ) .

因此定理成立. □

　　定理 1将直觉模糊 T模的剩余蕴涵与 T模的剩

余蕴涵联系起来 ,这对直觉模糊粗糙集的应用研究

十分重要.

　　定理 2　设Φ是L 3 上的下半连续 T模 ,则Φ的

剩余蕴涵Θ满足下列性质 :设 x , y , z ∈L 3 ,则 :

1) Θ(1L 3 , x) = x ,Θ( x ,1L 3 ) = 1L 3 ; (10)

2) x ≤L 3 y ]Θ( z , x) ≤L 3Θ( z , y) ; (11)

3) x ≤L 3 y ]Θ( y , z) ≤L 3Θ( x , z) ; (12)

4) Θ( x , y ∧ z) =Θ( x , y) ∧Θ( x , z) ; (13)

5) Θ(Φ( x , y) , z) =Θ( x ,Θ( y , z) ) . (14)

　　证明 　1) 由定义 8可得

Θ(1L 3 , x) =

sup{ z ∈L 3 | Φ(1L 3 , z) ≤L 3 x} =

sup{ z ∈L 3 | z ≤L 3 x} = x.

后半部分可用相似的方法证明.所以式 (10) 成立.

　　2) 令 u =Θ( z , x) ,则有

Φ( z , u) ≤L 3 x ≤L 3 y.

由定义可得 u ≤L 3Θ( z , y) ,所以式 (11) 成立.

　　3) 令 u =Θ( y , z) ,则有

Φ( y , u) ≤ z ;

由单调律得

Φ( x , u) ≤Φ( y , u) ≤ z ;

则有

u ≤L 3Θ( x , z) ,

所以式 (12) 式成立.

　　4) 当 y ∧z = y时 ,即 y ≤L 3 z ,由 2) 可得Θ( x ,

y) ≤L 3Θ( x , z) ,式 (13) 成立.同理可证 y ∧ z = z

时 ,式 (13) 成立.

　　当 y ∧z = ( y1 , z2 ) , y1 ≤z1 , y2 ≤z2 时 ,由定

理 1得

Θ( x , y ∧ z) = (θ( x1 , y1 ) ∧θ(1 - x2 ,1 - z2 ) ,

1 - θ(1 - x2 ,1 - z2 ) ) .

由θ的性质可得[8 ]

Θ( x1 , y1 ) ≤θ( x1 , z1 ) ,

θ(1 - x2 ,1 - y2 ) ≥θ(1 - x2 ,1 - z2 ) ,

所以

Θ( x , y) ∧Θ( x , z) =

(θ( x1 , y1 ) ∧θ(1 - x2 ,

1 - z2 ) ,1 - θ(1 - x2 ,1 - z2 ) ) ,

Θ( x , y) ∧Θ( x , z) =Θ( x , y ∧ z) ,

式 (13) 成立.同理可证 y ∧z = ( z1 , y2 ) 时 ,式 (13)

成立.

　　5) 由Φ满足结合律可得

Θ(Φ( x , y) , z) =

sup{ u ∈L 3 | Φ(Φ( x , y) , u) ≤L 3 z} = ⋯ =

sup{ u ∈L 3 | Φ( y , u) ≤L 3Θ( x , z) } =

Θ( y ,Θ( x , z) ) ,

所以式 (14) 成立. □

4　直觉模糊粗糙集模型及性质
　　定义 9　设 R为论域U上的一直觉模糊Φ相似

关系 ,称 (U , R) 是直觉模糊粗糙近似空间.对于任

意的 X ∈U , X 关于近似空间 (U , R) 的下近似

A R ( X) 和上近似 �A R ( X) ,是定义在U上的一对直觉

模糊集 ,其隶属和非隶属函数定义为

A R ( X) ( x) =

inf
y∈U
Θ( R ( y , x) , X ( y) ) , x ∈U , (15)

�A R ( X) ( x) =

sup
y∈U
Φ( R ( y , x) , X ( y) ) , x ∈U , (16)

称 ( A R ( X) , �A R ( X) ) 为直觉模糊粗糙集.

　　定理 3　R为论域 U 上的一模糊 T 相似关系 ,

将模糊集合 R和 U 都转化为相应的直觉模糊集合

R′和 U′,即

R′( x′, y′) = ( R ( x , y) ,1 - R ( x , y) ) ,

X′( x′) = ( X ( x) ,1 - X ( x) ) ,

下近似 A R ( X′) 和上近似 �A R ( X′) 的隶属和非隶属

函数为

A R′( X′) ( x′) = ( inf
y∈U
θT ( R ( y , x) , X ( y) ) ,1 -

inf
y∈U
θ( R ( y , x) , X ( y) ) ) ,

x ∈U , x′∈U′, (17)

�A R ( X′) ( x′) = ( sup
y∈U

T ( R ( y , x) , X ( y) ) ,1 -

sup
y∈U

T ( R ( y , x) , X ( y) ) ) ,

x ∈U , x′∈U′. (18)

　　证明 　

Φ( R′( y′, x′) , X′( y′) ) =

( T ( R ( y , x) , X ( y) ,1 - T ( R ( y , x) , X ( y) ) ) ,

�A R ( X) ( x′) =

sup
y′∈U′
Φ( R′( x′, y′) , X′( y′) ) =

( sup
y∈U

T ( R ( y , x) , X ( y) ) ,

1 - sup
y∈U

T ( R ( y , x) , X ( y) ) ) ,

A R ( X′) ( x′) =

209
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inf
y′∈U′
Θ( R′( y′, x′) , X′( y′) ) =

inf
y∈U

(θ( R ( y , x) , X ( y) ) ,

1 - θ( R ( y , x) , X ( y) ) ) ,

A R ( X) ( x′) = ( inf
y∈U
θ( R ( y , x) , X ( y) ) ,

　　　　　　1 - inf
y∈U
θ( R ( y , x) , X ( y) ) ) .

因此定理成立. □

　　由定理 3可以看出 ,当直觉模糊Φ相似关系退

化为模糊 T相似关系时 ,直觉模糊粗糙集的上、下近

似就是将模糊 T粗糙集的上、下近似的普通模糊集

转化为直觉模糊集合 ,因此模糊 T粗糙集只是直觉

模糊粗糙集的特殊情形 ;另一方面 ,文献 [8 ]已证明

了 Pawlak粗糙和粗糙模糊集都是模糊 T粗糙集的

特殊情形.因此 , Pawlak粗糙、粗糙模糊集和模糊 T

粗糙集都是直觉模糊粗糙集的特殊情形.

　　由定义 9 给出的下近似 A R ( X) 和上近似

�A R ( X) 满足下列性质 :

　　1) A R ( X) Α X Α �A R ( X) ; (19)

　　2) 若 R1 Α R2 ,则

A R1 Β A R2
( X) , �A R1

( X) Α �A R2
( X) ; (20)

　　3) A R ( X ∩Y) = A R ( X) ∩A R ( Y) ,

　　　 �A R ( X ∪Y) = �A R ( X) ∪�A R ( Y) ; (21)

　　4) A R ( A R ( X) ) = A R ( X) ,

　　　 �A R ( �A R ( X) ) = �A R ( X) ; (22)

　　5) 若 X Α Y ,则

　　　 A R ( X) Α A R ( Y) , �A R ( X) Α �A R ( Y) ; (23)

　　6) A R ( X ∪Y) Β A R ( X) ∪A R ( Y) ,

　　　 �A R ( X ∩Y) Α �A R ( X) ∩�A R ( Y) . (24)

　　证明

　　1) A R ( X) ( x) = inf
y∈U
Θ( R ( y , x) , X ( y) ) ≤L 3

　　　　　　　　　Θ( R ( x , x) , X ( x) ) =

　　　　　　　　　Θ(1L 3 , X ( x) ) = X ( x) ,

　　　 �A R ( X) ( x) = sup
y∈U
Φ( R ( y , x) , X ( y) ) ≥

　　　　　　　　　Θ( R ( x , x) , X ( x) ) =

　　　　　　　　　Θ(1L 3 , X ( x) ) = X ( x) ) .

因此式 (19) 成立.

　　2) 令 A R1
( X) ( x) = w ,且对应的 y为 u ,因 R1

Α R2 ,所以

R1 ( u , x) ≤L 3 R2 ( u , x) .

由定理 2的性质 (3) 可得

Θ( R2 ( u , x) , X ( u) ) ≤L 3Θ( R1 ( u , x) , X ( u) ) ,

所以

A R2
( X) ( x) ≤L 3Θ( R2 ( u , x) , X ( u) ) ≤L 3

A R1
( X) ( x) .

　　令 �A R1
( X) ( x) = w ,且对应的 y为 u.由Φ满足

单调律得

Φ( R1 ( u , x) , X ( u) ) ≤L 3Φ( R2 ( u , x) , X ( u) ) ,

所以

�A R2
( X) ( x) ≥Φ( R2 ( u , x) , X ( u) ) ≥

A R1
( X) ( x) ,

因此式 (20) 成立.

　　3) 由定理 2的性质 (4) 可得

A R ( X ∩Y) ( x) =

inf
u∈U
Θ( R ( u , x) , X ( u) ∩Y ( u) ) =

inf
u∈U
Θ( R ( u , x) , X ( u) ) ∧

inf
u∈U
Θ( R ( u , x) , Y ( u) ) =

A R ( X) ( x) ∩A R ( Y) ( x) ,

A R ( X ∪Y) ( x) =

sup
u∈U
Φ( R ( u , x) , X ( u) ∪Y ( u) ) =

sup
u∈U
Φ( R ( u , x) , X ( u) ) ∪

sup
u∈U
Φ( R ( u , x) , Y ( u) ) =

�A R ( X) ∪�A R ( Y) ,

因此式 (21) 成立.

　　4) 由定理 2的性质 (4) , (5) 和传递性可得

A R ( A R ( X) ) ( x) =

∧
u∈U
Θ( R ( u , x) , ∧

u∈U
Θ( R ( v , u) , X ( v) ) ) =

∧
u, v∈U
Θ( R ( u , x) ,Θ( R ( v , u) , X ( v) ) =

∧
u, v∈U
Θ(Φ( R ( u , x) , R ( u , v) ) , X ( v) ) ≥

∧
v∈U
Θ( R ( u , v) , X ( v) ) = A R ( X) ( x) ,

因此 A R ( X) Α A R ( A R ( X) ) .

�A R ( �A R ( X) ) ( x) =

sup
u∈U
Φ( R ( u , x) , sup

v∈U
Φ( R ( u , v) , X ( v) ) ) =

sup
u, v∈U
Φ( R ( u , x) ,Φ( R ( u , v) , X ( v) ) ) ≤

sup
v∈U
Φ( R ( u , v) , X ( v) ) Α �A R ( X) ( x) ,

因此 �A R ( �A R ( X) ) Α �A R ( X) .

　　再结合性质 1) 可知命题成立.

　　5) 由性质 3) 可得

A R ( X ∩Y) = A R ( X) ∩A R ( Y) = A R ( X) ,

所以 　　　　A R ( X) Α A R ( Y) ;

�A R ( X ∪Y) = �A R ( X) ∪�A R ( Y) = �A R ( Y) ,

所以 　　　　�A R ( X) Α �A R ( Y) .

因此式 (23) 成立.

　　6) 可由性质 3) 简单推得.

5　结 　　论
　　本文系统地研究了直觉模糊 T 模的剩余蕴涵

的性质 ,并推导了通用计算表达式 ,这对直觉模糊粗
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糙集的理论研究具有重要意义.在此基础上 ,推导了

直觉模糊粗糙集模型 ,证明了模糊 T 粗糙集、粗糙

模糊集和 Pawlak粗糙集都是直觉模糊粗糙集的特

殊情形 ,因此直觉模糊粗糙集能处理更加一般的数

据 ,应用的范围更广 ,具有广阔的应用前景.最后证

明了直觉模糊粗糙集的性质.
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