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线性连续重复过程的能量2峰值 (L2 2L ∞)滤波

吴立刚 , 胡跃明
(华南理工大学 自动化科学与工程学院 , 广州 510641)

摘　要 : 连续线性重复过程是一种特殊的二维 (22D)系统 ,两个坐标轴上一个是连续的 ,另一个是离散的 ,且其中连

续坐标轴是时间有限的.针对这类特殊二维系统的 L 2 2L ∞滤波问题 .设计了适合于该类系统的一类滤波器 ,并给出

了滤波误差系统沿通道稳定且满足 L 2 2L ∞性能的充分条件 ,以及滤波器的求解条件.所得到的条件均为线性矩阵不

等式的形式 ,便于计算求解.仿真实例证实了该设计方法的有效性.
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Abstract : Linear repetitive process is a special case of 22D systems. Normally , in two time variables for the differential

repetitive process , one is discrete and the other is differential , and the length of the differential variable is finite. For

the problems of L 2 2L ∞ filtering for linear differential repetitive processes , a suitable filter is designed , and then a

sufficient condition is given in terms of linear matrix inequality (L MI) , which guarantees that the filtering error

system is stable along the pass and has L 2 2L ∞ performance. Moreover , the solvability condition of desired filter is

also established. All the conditions obtained in this paper are of the L MI form , which can be solved by using the

standard software. A numerical example shows the effectiveness of the proposed design scheme.
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1　引　　言
　线性重复过程是一类具有重要实际应用背景

的特殊的二维线性系统[1 ] .在煤矿开采、金属锻造以

及学习迭代控制中已有重要的应用[1 ] .这种过程的

特性在于它是由一系列的重复动作构成 ,每一个过

程称为一个通道 ,而在每一个通道上具有一个动态 ,

该动态运行的时间称为该通道的长度.在每一个通

道上产生一个输出 ,称之为通道剖面向量.线性重复

过程在连续情况下的状态空间可表示为

Ûx k+1 ( t) = A x k+1 ( t) + B0 y k ( t) + B u k+1 ( t) ,

y k+1 ( t) = Cx k+1 ( t) + D0 y k ( t) + Du k+1 ( t) .

其中 :通道长度为α, t ∈ [0 ,α] ;在第 k个通道上 ,

x k+1 ( t) ∈Rn为过程状态向量 ; y k ( t) ∈Rm为通道剖

面向量 ; uk+1 ( t) ∈Rl 为控制输入.线性重复过程的

根本特性是它在两个独立的方向上同时运行[123 ] ,

即 :1) 通道与通道方向 ;2) 沿通道方向.

　 线性重复过程具有二维系统的结构 ,但值得注

意的是 ,二维系统的信号在两个独立的方向上运行

时间均趋于无穷大 ,而线性重复过程只在通道与通

道的方向上趋于无穷大 ,在沿通道方向却是有限时

间.这就是重复过程与二维系统的本质区别. 近年

来 ,线性重复过程的研究受到越来越多的关注 ,很多

重要的结果也出现在文献中 ,如 :文献 [2 ,3 ]采用线

性矩阵不等式的方法研究了其稳定性以及镇定问

题 ;文献[4 ]研究了其动态输出反馈控制问题 ;文献
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[5 ,6 ]还进一步探讨了其不确定模型的 H∞控制和

保性能控制问题.

　　滤波是系统和控制领域较为重要的基本问题

之一[7 ] .它是根据可以测量到的输出信号 ,通过设计

一定的滤波器对系统内部的不可测量的信号进行估

计.对于存在能量有界的外部干扰信号 ,目前主要有

H∞和 L 2 2L ∞滤波[7212 ] . L 2 2L ∞滤波假定系统的噪

声输入为能量有界的信号 ,滤波器设计的主要依据

是使滤波误差系统传递函数 (即噪声信号到滤波误

差信号的传递函数) 的 L 2 2L ∞范数小于给定值.近

年来 , L 2 2L ∞ 滤波理论的研究也得到了较大的关

注[8 ,10 ,11 ] .

　　本文研究了线性连续重复过程的 L 2 2L ∞滤波

问题.首先基于线性矩阵不等式的方法推导了原过

程沿通道稳定以及满足 L 2 2L ∞性能的充分条件 ;然

后针对该特殊过程设计了合适的滤波器 ,并得到滤

波误差系统.给出了滤波误差系统沿通道稳定且满

足 L 2 2L ∞性能的充分条件 ,并采用凸线性化的方法

推导了滤波器的求解条件.由于所得到的条件均为

线性矩阵不等式的形式 ,便于计算求解.

2　过程描述以及问题提出
　　考虑如下连续线性重复过程 :

Ûx k+1 ( t) = A x k+1 ( t) + B0 y k ( t) + B1ωk+1 ( t) ,

y k+1 ( t) = Cx k+1 ( t) + D0 y k ( t) + D1ωk+1 ( t) .

(1)

其中 :通道长度为α, t ∈ [0 ,α] ;在第 k个通道上 ,

x k ( t) ∈Rn 为过程状态向量 ; y k ( t) ∈Rm 为通道剖

面向量 ;ωk+1 ( t) ∈Rq为外部干扰输入 ,并假定为能

量有界 ,即ωk+1 ( t) ∈ L 2 { [0 , ∞) , [0 , ∞) } ; A , B0 ,

B1 , C , D0 , D1 为已知的实常数矩阵. 假定其边界条

件均为零 ,即 x k+1 (0) = 0 , Πk ≥0及 y0 ( t) = 0 , Π0

≤ t ≤α.设需要估计的信号为

vk+1 ( t) = Gx k+1 ( t) + H0 y k ( t) , (2)

其中 G和 H 0 为常数矩阵.给出如下可测输出信号 :

z k+1 ( t) = Ex k+1 ( t) + F0 y k ( t) + F1ωk+1 ( t) , (3)

其中 E , F0 , F1 为已知常数矩阵.

　　设计具有如下一般形式的全阶滤波器 :

Ûφk+1 ( t) = A fφk+1 ( t) + B0 f <k ( t) + B f z k+1 ( t) ,

<k+1 ( t) = Cfφk+1 ( t) + D0 f <k ( t) + D f z k+1 ( t) ,

v̂ k+1 ( t) = Gfφk+1 ( t) + H0 f <k ( t) ,

φk+1 (0) = 0 , Πk ≥0 ,

<0 ( t) = 0 , Π0 ≤ t ≤α.

(4)

其中 :φk ( t) ∈Rn为滤波器的状态 ; <k ( t) ∈Rm 为滤

波器的剖面向量 ; A f , B0 f , B f , Cf , D0 f , D f , Gf , H0 f

和 H f 为待设计的滤波器参数矩阵.考虑方程 (1) ～
(4) 得到如下的滤波误差方程 :

ξ
·

k+1 ( t) = A
～

ξk+1 ( t) + �B 0ζk ( t) + �B 1ωk+1 ( t) ,

ζk+1 ( t) = �Cξk+1 ( t) + D
～

0ζk ( t) + D
～

1ωk+1 ( t) ,

ek+1 ( t) = �Gξk+1 ( t) + �H0ζk ( t) ,

ξk+1 (0) = 0 , Πk ≥0 ,

ζ0 ( t) = 0 , Π0 ≤ t ≤α.

(5)

其中
ξk+1 ( t) Χ [ x T

k+1 ( t) 　φT
k+1 ( t) ]T ,

ζk ( t) Χ [ yT
k ( t) 　<T

k ( t) ]T ,

ek+1 ( t) Χ z k+1 ( t) - ẑ k+1 ( t) ,

�G Χ [ G　 - Gf ] ,

A
～

Χ
A 0

B f E A f

, �B Χ
B0 0

B f F0 B0 f

,

�B 1 Χ
B1

B f F1

, �C Χ
C 0

D f E C f

,

D
～

1 Χ
D1

D f F1

, D
～

0 Χ
D0 0

D f F0 D0 f

,

�H0 Χ [ H0 　 - H0 f ]. (6)

　　在引出本文研究问题之前 ,先介绍线性重复过

程的稳定性.引入新的稳定概念 ,即沿通道的稳定.

　　定义 1[1 ] 　连续线性重复过程 (1) 在有限的通

道长度内 ,状态沿通道的稳定性称为沿通道的稳定.

　　本文研究的问题可归结为 :针对连续线性重复

过程 (1) 设计形如式 (4) 的滤波器 ,使得滤波误差过

程 (5) 沿通道稳定且满足 L 2 2L ∞性能 ,即
‖ek+1 ( t) ‖∞ <γ‖ωk+1 ( t) ‖2 ,γ> 0. (7)

对于连续向量 f k+1 ( t) ∈L2 { [0 ,∞) , [0 ,∞) } ,定义范数

‖f k+1 ( t) ‖2 Χ ∑
∞

k = 0∫
α

0
f T

k+1 ( t) f k+1 ( t) d t ,

‖f k+1 ( t) ‖∞ Χ sup
Πk≥0 , t∈[0 ,α]

f T
k+1 ( t) f k+1 ( t) .

3　主要结论
3 . 1　L2 2L ∞性能分析

　　定理 1　滤波误差重复过程 (5) 沿通道稳定且

具有 L 2 2L ∞性能水平γ > 0的充分条件是 ,存在矩

阵 P > 0和 Q > 0使得如下线性矩阵不等式成立 :

PA
～

+ A
～

T P P�B 0 P�B 1 �CT Q

3 - Q 0 D
～

T
0 Q

3 3 - I D
～

T
1 Q

3 3 3 - Q

< 0 , (8)

- P 0 �GT

3 - Q �H T
0

3 3 - γ2 I

< 0 . (9)
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　　证明 　首先建立线性连续重复过程 (5) (当
ωk+1 ( t) = 0) 沿通道稳定的条件. 选取如下

L yap unov函数 :

V ( k , t) Χ V 1 ( t , k) + V 2 ( k , t) , (10)

V 1 ( t , k) ΧξT
k+1 ( t) Pξk+1 ( t) , (11)

V 2 ( k , t) ΧζT
k ( t) Qζk ( t) , (12)

其中 P > 0和 Q > 0为待定的矩阵.考虑如下的差
分 :

ΔV ( k , t) Χ ÛV 1 ( t , k) +ΔV 2 ( k , t) , (13)

并且引入如下表示沿重复过程 (5) (当ωk+1 ( t) = 0)

的解 :

∑
∞

k = 0∫
α

0
ΔV ( k , t) d t Χ

∫
α

0
V 1 ( t , k) d t + ∑

∞

k = 0

ΔV 2 ( k , t) , (14)

有

ÛV 1 ( t , k) = 2ξT
k+1 ( t) PÛξk+1 ( t) =

2ξT
k+1 ( t) P[ A

～

ξk+1 ( t) + �B 0ζk ( t) ] , (15)

ΔV 2 ( k , t) =

ζT
k+1 ( t) Qζk+1 ( t) - ζT

k ( t) Qζk ( t) =

[ �Cξk+1 ( t) + D
～

0ζk ( t) ]T Q[ �Cξk+1 ( t) +

D
～

0ζk ( t) ] - ζT
k ( t) Qζk ( t) . (16)

因此有
ΔV ( k , t) =

Tk ( t) ( �P�A + �A T �P + �CT �Q�C - �Q) k ( t) Χ
Tk ( t)Ψ k ( t) , (17)

其中
k ( t) Χ [ξT

k+1 ( t) 　ζT
k ( t) ]T ,

且

�A Χ A
～

�B 0

0 0
, �C Χ

0 0

�C D
～

0

,

�P Χ
P 0

0 0
, �Q Χ

0 0

0 Q
.

　　利用 Schur补可知 ,由式 (8) 可推出Ψ < 0 ,因
此对于任意的 k ( t) ≠0 ,有ΔV ( k , t) < 0 ,故根据

L yap unov稳定定理可知 , 线性重复过程 (5) (当
ωk+1 ( t) = 0) 沿通道稳定.

　　下面考虑 L 2 2L ∞性能.假定零边界条件 ,也即
ξk+1 (0) = 0 , Πk ≥0和ζ0 ( t) = 0 , Π0 ≤t ≤α.考

虑如下的性能指标 :

Fdiff = V ( k , t) - ∑
k- 1

s = 0∫
t

0
ωT

s+1 (β)ωs+1 (β) dβ. (18)

根据得到的沿通道稳定性和零边界条件 ,有

Fdiff = V ( k , t) - V (0 ,0) -

　　　∑
k- 1

s = 0∫
t

0
ωT

s+1 (β)ωs+1 (β) dβ=

∫
t

0
ÛV 1 (β, k) dβ+ ∑

k- 1

s = 0

ΔV 2 ( s , t) =

∑
k- 1

s = 0∫
t

0
ωT

s+1 (β)ωs+1 (β) dβ=

∑
k- 1

s = 0∫
t

0
[ΔV ( s ,β) - ωT

s+1 (β)ωs+1 (β) ]dβΧ

∑
k- 1

s = 0

ηT
s (β) �Ωηs (β) dβ. (19)

其中

V ( ∞,α) Χ V 1 (α, k) + V 2 ( ∞, t) ,

V (0 ,0) Χ V 1 (0 , k) + V 2 (0 , t) ,

ηs (β) Χ [ξT
s+1 (β) 　ζT

s (β) 　ωT
s+1 (β) ]T ,

�Ω Χ
PA
～

+ A
～

T P P�B 0 P�B 1

3 - Q 0

3 3 - I

+

　　

�CT

D
～

T
0

D
～

T
1

Q

�CT

D
～

T
0

D
～

T
1

T

.

由 Schur补可知 ,由式 (8) 能推出 �Ω < 0 ,所以对任意

的ηs (β) ≠0有 Fdiff < 0 ,即

ξT
k+1 ( t) Pξk+1 ( t) +ζT

k ( t) Qζk ( t) =

V ( k , t) < ∑
k- 1

s = 0∫
t

0
ωT

s+1 (β)ωs+1 (β) dβ. (20)

　　另一方面 ,利用 Schur补可知式 (9) 等价于

�GT

�H T
0

[ �G　�H0 ] <γ2 P 0

0 Q
. (21)

根据式 (5) , (20) 和 (21) 可知 ,对于任意的 k > 0 , t

∈[0 ,α] ,存在

eT
k+1 ( t) ek+1 ( t) =

[ �Gx k+1 ( t) + �H0 y k ( t) ]T [ �Gx k+1 ( t) + �H0 y k ( t) ] <

γ2 [ξT
k+1 ( t) Pξk+1 ( t) +ζT

k ( t) tQζk ( t) ] <

γ2 ∑
k- 1

s = 0∫
t

0
ωT

s+1 (β)ωs+1 (β) dβ<

γ2 ∑
∞

s = 0∫
α

0
ωT

s+1 (β)ωs+1 (β) dβ, (22)

在 k > 0 , t ∈[0 ,α]内取极值可得式 (7) .于是定理

得证. □

3 . 2　滤波器的求解

　 定理 2　考虑线性连续重复过程 (1) ,设γ > 0

为给定的标量 ,则存在形如式 (4) 的全阶滤波器 ,使

得滤波误差过程 (5) 沿通道稳定且具有 L 2 2L ∞性能

水平γ> 0的充分条件为 :存在矩阵变量 U1 > 0 ,V 1

> 0 ,U2 > 0 ,V 2 > 0 , �A f , �B 0 f , �B f , �Cf , �D0 f , �D f , �Gf ,

H
-

0 f ,使得如下线性矩阵不等式成立 :

129
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Π11 Π12 U1 B0 + B f F0 B0 f U1 B1 + B f F1

3 A f + A T
f V 1 B0 + B f F0 B0 f V 1 B1 + B f F

3 3 - U2 - V 2 0

3 3 3 - V 2 0

3 3 3 3 - I

3 3 3 3 3
3 3 3 3 3

→

←

(U2 C + D f E) T (V 2 C + D f E) T

CT
f CT

f

(U2 D0 + D f F0 ) T (V 2 D0 + D f F0 ) T

DT
0 f D T

0 f

(U2 D1 + D f F1 ) T (V 2 D1 + D f F1 ) T

- U2 - V 2

3 - V 2

< 0 , (23)

- U1 - V 1 0 0 GT

3 - V 1 0 0 - GT

3 3 - U2 - V 2 HT
0

3 3 3 - V 2 - HT
0 f

3 3 3 3 - γ2 I

< 0 . (24)

其中

Π11 Χ sym (U1 A + B f E) ,

Π12 Χ A f + (V 1 A + B f E) T .

另外 ,滤波器的参数矩阵可通过求解以下方程得到 :

　　　

A f B 0 f B f

Cf D 0 f D f

Gf H 0 f

=

　　　

V - 1
1 0 0

0 V - 1
2 0

0 0 I

�A f �B 0 f �B f

�Cf �D 0 f �D f

�Gf H
-

0 f

. (25)

　　限于篇幅 ,证明从略 ,可参照文献[9212 ].

4　仿真实例
　　考虑线性连续重复过程 (1) ,并已知通道长度α

= 20和以下参数 :

A =

- 1 . 45 0 . 64 - 0 . 40

- 0 . 60 - 1 . 41 0 . 00

0 . 30 - 0 . 20 - 0 . 70

,

B0 =

1 . 30 0 . 10

- 0 . 20 - 0 . 90

0 . 20 - 0 . 40

, B1 =

0 . 60

- 1 . 20

0 . 20

,

C =
1 . 30 - 0 . 60 - 0 . 10

0 . 30 - 0 . 20 0 . 60
,

D0 =
- 0 . 60 0 . 10

0 . 00 - 0 . 60
, D1 =

1 . 2

1 . 0
,

E = [ - 0 . 80　0 . 40　0 . 20 ] ,

F0 = [ - 0 . 30　0 . 20 ] , F1 = 0 . 10 ,

G = [ - 1 . 00　0 . 60　0 . 30 ] ,

H0 = [ - 0 . 40　0 . 30 ].

　　利用L MI2Toolbox工具箱求解定理2的线性矩

阵不等式条件 ,可求得γmin = 1 . 769 9以及

A f =

- 2 . 581 4 1 . 334 0 0 . 049 9

0 . 383 9 - 0 . 464 4 0 . 065 0

- 0 . 022 0 0 . 216 3 - 0 . 228 1

,

B0 f =

0 . 078 8 0 . 462 2

0 . 008 0 - 0 . 171 2

0 . 038 8 0 . 000 4

,

B f =

2 . 413 2

- 0 . 591 5

0 . 269 8

,

Cf =
0 . 098 2 - 0 . 052 8 - 0 . 006 8

- 0 . 026 9 0 . 005 0 0 . 040 8
,

D0 f =
- 0 . 006 9 - 0 . 005 9

- 0 . 009 8 - 0 . 011 2
,

D f =
- 0 . 055 1

0 . 041 2
,

Gf = [0 . 881 9　 - 0 . 536 3　 - 0 . 150 9 ] ,

H0 f = [0 . 233 4　 - 0 . 175 0 ].

　　为了画出滤波器状态和滤波误差曲线 ,给定零

图 1　外部干扰信号 wk+1 ( t)

图 2　待估计信号 vk+1 ( t)
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图 3　估计信号 v̂k+1 ( t)

图 4　滤波误差信号 ek+1 ( t)

边界条件和以下干扰输入 :

ωk ( t) =

; ( k ,τ) , 1 ≤ t ≤5 ,τ≤ t ≤τ+ 1 ,

　　　τ= 1 ,2 , ⋯,20 ;

0 , ot herwise .

其中 ; ( k ,τ)表示具有零均值和单位方差的任意变

量.图 1和图 2分别给出了外部干扰信号和待估计

信号的曲面图 ;图 3给出了估计信号曲面图 ;图 4给

出了滤波误差的曲面图.从图中可以看出所设计的

滤波器达到了滤波的目的.

5　结 　　论
　　本文研究了线性连续重复过程的 L 2 2L ∞滤波

问题.设计了具有特殊结构的滤波器模型.基于线性

矩阵不等式方法给出了滤波误差系统沿通道稳定且

满足 L 2 2L ∞性能的充分条件 ,以及滤波器的求解条

件.仿真实例进一步证实了本文所提设计方案的有

效性.
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