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直 接 支 持 向 量 机
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(西安电子科技大学 数学科学系 , 西安 710071)

摘　要 : 基于最小二乘支持向量机变形 ,得到一个极其简单快速的分类器———直接支持向量机.与最小二乘支持向

量机相比 ,该分类器只需直接求解一个更小规模矩阵的逆 ,大大减小了计算量 ,并未降低分类精度.从理论上证明了

该矩阵可逆 ,保证了分类面存在的唯一性.对于线性情形 ,采用 Sherman2Morrison2Woodbury公式降低可逆矩阵的维

数 ,进一步减少了计算复杂度 ,使其可适用于更大规模的样本集.数值实验表明 ,新分类器可行并具有上述优势.
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Abstract : Based on the t ransmutation of least square support vector machine (L SSVM) , an extremely fast and simple

classifier —direct support vector machine (DSVM) is proposed. Compared with L SSVM , the classifier only needs to

calculate the inversion of a smaller scale matrix , which greatly reduces the computing amount and has no decreasing

classification accuracy. The inversion of the matrix is guaranteed theoretically , and hence a unique classifying

hyperplane is existed. For linear classification , the Sherman2Morrison2Woodbury formula is employed to reduce the

dimension of the matrix and the computing complexity is decreased , so that the classifier can be applied to larger scale

dataset . Numerical experiment s show that the classifier is easily operated and has the above advantages.
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1　引　　言
　　支持向量机 ( SVM) [1 ,2 ]因其良好的性能 ,已成

为近年来的研究热点. SVM的研究重点主要集中在

精度和速度两大方面 ,标准 SVM 需求解一个约束

二次规划[1 ,2 ] .为提高训练速度 ,通常采用 SMO 和

SVMlight等技术求解[3 ] .为将原问题简化 ,很多学者

从变形角度作了相关研究.文献[ 4 ]提出基于线性规

划的 SVM变型 ,计算速度大大加快 ,泛化能力逼近

标准 SVM ;文献 [ 5 ]提出最小二乘支持向量机

(L SSVM) .从几何上看 ,L SSVM 是将两类样本在

原空间或特征空间中使用两个平行的超平面最小二

乘逼近 ,从而使这两个超平面尽可能分离开.从表达

式上看 ,L SSVM将标准 SVM的损失函数由一次变

为二次 ,将不等式约束改变为等式约束 ,从而将

KKT条件转化为一个比核矩阵更大规模的矩阵为

系数矩阵的线性方程组 ,通过解这个方程组即可求

出 Lagrangian 函数的鞍点. 虽然从实验结果[6 ]上

看 ,分类精度不及标准 SVM ,但避免了求解二次规

划 ,可大大降低计算复杂度.文献 [ 7 ]对将最小二乘

支持向量机用于回归方面进行了研究.文献[ 8 ]研究

了二次损失函数的 SVM ,使得对偶规划中没有松弛

变量的非负约束 ,从而简化了问题 ,并且数值实验表

明其分类能力没有下降. Mangasarian等人[9 ,10 ]提出

将阈值的平方加到标准 SVM的目标函数中使二次

规划变得更加简单 ,并且文献 [ 10 ]利用 Sherman2
Morrison 2Woodbury ( SMW)公式[11 ]求矩阵逆 ,给

出了线性情形的快速算法.

　　本文利用文献 [ 9 ,10 ]的思想 ,将阈值的平方加

入 L SSVM 的目标函数中 ,得到一种新的分类

器———直接支持向量机.该分类器在求解分类面时 ,
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与最小二乘支持向量机相比 ,其只需对一个关于核

矩阵简单变形的矩阵求逆 ,泛化能力没有降低 ,且能

降低所求方程组的规模 ,减少计算复杂度.经过理论

证明该矩阵可逆 ,可保证方程组解的唯一性和算法

的可行性.对于线性情形 ,与文献 [ 10 ]类似 ,采用

SMW公式求矩阵的逆 ,降低求逆矩阵的维数 ,进一

步减少计算量.最后通过数值实验表明了该方法的

有效性.

2　分类器设计
　　设样本集{ x i , y i }

n
i = 1 ∈Rm ×{ + 1 , - 1} ,则用矩

阵 A ∈M n×m 来表示训练集 ,每行为一个样本点 ; D

是一个对角元素为类别标号的对角阵 ; s为松弛变

量 ; e为一个所有元素为 1 的列向量 ;分类超平面为

w T x + b = 0 .问题可转化为求解规划

min C
2
‖s‖2 +

1
2

( w T w + b2 ) ,

s. t . D ( A w + eb) + s = e , (1)

其中 C为正实数.其 Lagranian函数为

L ( u , b , s , v) =
C
2
‖s‖2 +

1
2

( w T w + b2 ) -

vT ( D ( A w + eb) + s - e) , (2)

v为 Lagranian乘子.根据 KKT条件 ,可得

w - A T Dv = 0 ,

b - eT Dv = 0 ,

Cs - v = 0 ,

D ( A w + eb) + s - e = 0 .

(3)

　　将式 (3) 中 w , b, s分别用 v 表示 ,有

w = A T Dv , b = eT Dv , s = C- 1 v. (4)

把式 (4) 带入 (3) 中最后一个方程 ,有

DA A T Dv + DeeT Dv + C- 1 v = e , (5)

所以

v = ( D ( AA T + E) D + C- 1 I) - 1 e , (6)

E是一个所有元素为 1的 n ×n矩阵.根据式 (4) 得

到分类器为

y ( x) = sign ( w T x + b) =

sign ( vT DA x + eT Dv) .

　　一般情况下 ,样本数大于样本的维数 ,即 n >

m.记 H = D[ A 　e] , H ∈M n×( m+1)
,则 v = ( H H T +

C- 1 I) - 1 e ,使用 SMW公式 ,可得

v = C( I - H ( C- 1 I + HT H) - 1 HT ) e. (7)

这只需求解一个 ( m + 1) ×( m + 1) 的矩阵的逆 ,大

大减少了计算时间和空间复杂度 ,进一步提高了分

类器的训练速度.

　　注 1　式 (1) 可完全解释为线性方程组 D ( A w

+ eb) = e关于变量
w

b
的最小二乘解.

　　对于非线性情形 ,通过使用核函数 ,将式 (6) 中

矩阵 AA T 替换为核矩阵 K = K( A , A T ) = (φ( A) ,

φ( A) T ) ,φ为隐映射 ,则

v = ( D ( K + E) D + C- 1 I) - 1 e. (8)

这样便得到非线性分类器

y ( x) = sign ( w Tφ( x) + b) =

sign ( vT D K ( A , x) + eT Dv) .

　　实际上当核函数取为线性核时 ,非线性分类则

是线性分类.这样可将线性与非线性分类统一起来

使用相同的程序.

　　在L SSVM中 ,方程组系数矩阵未必正定 ,所以

求解算法受到限制 ,而 DSVM 的系数矩阵正定可

逆 ,且维数减少 ;若采用 SMW公式 ,则可以降低到

更小.此外若对 DSVM 进行如文献[7 ]的在线回归

方面研究时 ,并不需要对阈值调整 ,因而更加简单.

下面再从理论上保证 DSVM的有效性.

3　理论证明
　　利用对角阵 D的特性 ,对于式 (8) 有

v = ( D ( K + E) D + C- 1 I) - 1 e =

( D ( K + E + C- 1 I) D) - 1 e =

( D ( K + E + C- 1 I) - 1 D) e ,

而 K + E + C- 1 I可逆.事实上 ,对 Π x ∈Rn , x ≠0 ,

有

x T ( K + E + C- 1 I) x =

x T Kx + x T Ex + x T ( C- 1 I) x . (9)

由核矩阵性质[2 ] ,显然 x T Kx ≥0 . 又 x T Ex > 0 ,

x T ( C- 1 I) x = C- 1·x T x > 0 ,故式 (9) 大于 0 ,矩阵 K

+ E + C- 1 I正定.所以 ,其逆矩阵是存在的 ,因而式

(6) 和 (8) 可行 ,从而该分类器可操作.这也保证其

解唯一 ,分类超平面唯一.

4　数值实验
　　本文在 CPU 2. 4 G ,内存 512 M的 PC机上进行

数值实验 ,编程语言采用 Matlab7 . 0 . 1 .

　　首先在人工数据集上进行线性和非线性分类

模拟实验.图 1为线性分类情形.对图 2中的双螺旋

线 分类时 , 采用径向基核函数 K ( x , y ) =

e xp ( - 0 . 3 ‖x - y ‖2 ) , C = 0 . 1 .可以看出 ,线性与

图 1　线性 DSVM分类示意图
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图 2　DSVM对双螺旋线的分类图

图 3　DSVM与 LSSVM运行时间比较图

非线性 DSVM都有着良好的分类效果.图 3是在相

同维数、不同数量的样本集下 L SSVM与 DSVM的

运行时间比较 (核函数为径向基核 , 实线为

DSVM) .可以看出 ,DSVM具有明显的速度优势 ,且

随着样本规模增加而更加明显.

　　再对 UCI数据库中的 4个公开测试集进行 10

次交叉验证数值实验.表 1为 DSVM与 L SSVM在

相同参数下的多项式核函数 K( x , y) = ( x T y + 1) p

分类结果比较 ;表 2 为在径向基核函数 K( x , y) =

exp ( - s‖x - y‖2 ) 下二者的结果.两表的第 1列是

数据集样本维数、训练和测试样本个数 ,以及核参数

和惩罚因子 C的值 ;比较指标为对训练和测试集的

分类错误率百分比 (均值 +/ - 方差) ,以及训练时
表 1　多项式核 DSVM与 LSSVM对 UCI数据分类比较

Dataset DSVM L SSVM

Breast Train/ % 26. 15 + / - 1. 83 28. 70 + / - 1. 73

9/ 200/ 77 Test/ % 30 . 39 + / - 4 . 69 30. 64 + / - 4. 50

p = 3 ,

C = 0 . 01
Time/ s 0 . 010 0. 016

Diabetis Train/ % 18 . 23 + / - 1 . 49 18 . 23 + / - 1 . 49

8/ 468/ 300 Test/ % 34 . 38 + / - 2 . 32 34 . 38 + / - 2 . 32

p = 3 ,

C = 1
Time/ s 0 . 047 0. 079

German Train/ % 29 . 89 + / - 0 . 72 29. 97 + / - 0. 68

20/ 700/ 300 Test/ % 30 . 07 + / - 1 . 59 30 . 07 + / - 1 . 59

p = 3 ,

C = 1
Time/ s 0 . 125 0. 188

Image Train/ % 21 . 30 + / - 0 . 21 21. 31 + / 20. 19

18/ 1300/ 1010 Test/ % 23. 18 + / - 1. 01 23 . 16 + / - 1 . 02

p = 3 ,

C = 10
Time/ s 1 . 051 1. 961

表 2　径向基核 DSVM与 LSSVM对 UCI数据分类比较

Dataset DSVM L SSVM

Breast Train/ % 18. 52 + / - 1. 36 18 . 45 + / - 1 . 37

9/ 200/ 77 Test/ % 26 . 60 + / - 4 . 33 26. 62 + / - 4. 40

s = 0 . 02 ,

C = 3
Time/ s 0 . 008 0. 015

Diabetis Train/ % 17 . 20 + / - 1 . 03 17 . 20 + / - 1 . 03

8/ 468/ 300 Test/ % 23 . 87 + / - 1 . 64 23 . 87 + / - 1 . 64

s = 0 . 05 ,

C = 1
Time/ s 0 . 045 0. 079

German Train/ % 17 . 36 + / - 1 . 06 17. 38 + / - 1. 08

20/ 700/ 300 Test/ % 23 . 03 + / - 1 . 97 23. 05 + / - 1. 92

s = 0 . 02 ,

C = 1
Time/ s 0 . 126 0. 187

Image Train/ % 2 . 0 + / - 1 . 23 2 . 0 + / - 1 . 23

18/ 1300/ 1010 Test/ % 4. 01 + / - 0. 98 4 . 01 + / - 0 . 69

s = 0 . 03 ,

C = 10
Time/ s 1 . 101 1. 972

间.表 1 和表 2 中数据最优值用粗体表示. 可以看

出 ,在分类错误率上DSVM与L SSVM相差无几 ,有

时还更低 ;在时间上前者明显要少 ,这和理论分析是

一样的 .对于数据集Diabeti s二者在两种核函数下

的分类精度完全相同 ,此时DSVM可代替 L SSVM .

5　结 　　论
　　本文通过对 L SSVM 变形 ,得到直接支持向量

机.该分类器降低了原来所要求解的线性方程组规

模 ,且在理论上保证系数矩阵非奇异 ,也即保证分类

面的唯一性 ,这样可以直接对此方阵求逆 ,因而计算

简单快速.大量数值实验表明 ,其分类精度与最小二

乘支持向量机基本相当 ,但训练速度更快.对于线性

直接支持向量机 ,可采用 SMW公式 ,进一步降低训

练时间和空间开销 ,使其适用于更大规模的样本集.

进一步工作可基于对直接支持向量机和最小二乘支

持向量机理论方面的比较研究来展开.
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