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摘　要 : 提出了局部加权组合状态空间模型参数的正交梯度辨识方法.局部状态空间模型用全参数化形式描述 ,同

时选用正则化径向基函数作为分状态的加权因子.通过优化系统输出误差得到了系统矩阵、径向基函数中心与带宽

的参数估计.仿真结果表明 ,所提出的方法用于非线性动态系统的建模是有效的.
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Abstract : An identification approach by projected gradient search is p roposed for parameter estimation of weighted

combination of local linear state2space models. The system matrices of the local linear models are full parameterized

and normalized radial basis functions are used for the weight s. The system matrices of the local models and the centres

and widths of the radial basis functions are determined by iteratively optimizing the output2error cost function. A

simulation result shows the effectiveness of the proposed identification method in the approximation of non2linear

dynamic systems.
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1　引　　言
　　局部线性化方法是处理非线性问题的有力工

具 ,广泛应用于非线性系统建模、控制、滤波等领域.

其基本思想是 :将非线性系统的工作区域划分为若

干小的子区间 ,在各子区间中用线性方法对原非线

性系统建模 ;然后用各个线性模型的加权和逼近整

个工作区域的非线性系统.利用局部线性化的原理 ,

文献[ 1 ]给出了径向基函数神经网络在当前点进行

一阶线性展开的参数估计迭代算法.此外 , T2S模糊

模型[2 ]、混合多模型系统建模[3 ,4 ]等也利用了局部线

性化的思想.

　　本文讨论非线性系统的局部线性模型加权组合

辨识问题.局部线性模型选用状态空间模型 ,这是由

于状态空间模型具有以下优点[ 5 ] :1)状态空间模型

具有良好的线性映射能力 ,常用的 A RMA , A R 等

线性系统都可由状态空间模型等价表示 ;2)状态空

间模型可以给系统分析、系统设计和控制带来方便 ;

3)状态空间模型能以较少的参数描述多输入 - 多输

出系统[4 ,5 ] .如果利用 ARMA 模型或者神经网络模

型描述动态系统 y k = g ( y k - 1 , y k - 2 , ⋯, y k - r , uk ,

uk - 1 , ⋯, uk - r) ,其时滞参数为 r ,采用状态空间描述

的状态阶次为 n ,则有关系[6 ] n≤r≤2 n + 1.

　　状态空间模型辨识的主要难点是 ,输入 - 输出

等价类使得参数容易陷入局部极小.本文利用优化

分析的思想 ,在输入 - 输出等价类正交垂平面方向
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优化状态空间模型参数 ,最后将提出的方法用于多

输入多输出非线性动态系统的数值仿真.

2　辨识问题描述
　　考虑如下形式的线性时不变离散状态空间系

统 :

x k+1 = ∑
q

i = 1

βi (ψk ) ( A i x k + B i u k + Gi v k ) ,

y k = Cx k + Du k + vk . (1)

其中 : x k是 n维状态向量 ; y k是 l维输出观测向量 ; uk

是 m维输入观测向量 ;系统参数矩阵 A i , B i , Gi , C ,

D是适当维数的矩阵 ; vk 是 l 维测量噪声向量 ,服从

均值为 0 ,协方差矩阵为σ2 I l 的高斯分布 ; q是分段
模型数 ;βi ∈R是ψk的未知非线性函数 ,表示第 i个

状态模型相对应的权系数 ,满足∑
q

i = 1

βi = 1 ;ψk ∈ Rs

表示 k 时刻系统的工作点 ,通常和输入 uk 有关 ,即
ψk →φ( uk ) . (2)

其中φ() : Rm →: Rs 是已知非线性映射函数 ,本文取
φ( uk ) = uk .

　　常用的系数加权方法有等权重法和遗忘因子

法.本文用径向基函数正则化[4 ] 方法设定分段加权

系统 :设 k时刻第 i 个径向基函数为

ri ( uk , ci , w i ) =

exp ( - ( uk - ci )
T ( ( uk - ci ) / w2

i ) ) , (3)

其中 w i ∈R , ci ∈Rm分别是第 i个径向基函数带宽

和中心 ,则第 i个状态向量的权系数是

βi ( uk , ci , w i ) =
ri ( uk , ci , w i )

∑rj ( uk , cj , w j )
, j = 1 ,2 , ⋯, s.

(4)

　　式 (1) 定义的分段加权状态空间模型可以逼近

如下的随机非线性系统 :

x k+1 = f ( x k , uk ) ,

y k = Cx k + Du k + vk , (5)

其中 f () 是有界光滑函数.

　　为分析方便 ,引入如下矩阵 :

A′= [ A 1 , A 2 , ⋯, A q ] , B′= [ B1 , B2 , ⋯, B q ] ,

G′= [ G1 , G2 , ⋯, Gq ].

　　定义状态空间参数向量
ζ = [ vec ( A′) T , vec ( B′) T , vec ( G′) T ,

vec ( C) T , vec ( D) T ]T .

其中 :ζ∈R d1 , d1 = n2 + n( m + 2 l) + lm 是系统参

数总个数 ,符号 vec (Δ) 表示对矩阵Δ进行拉直运

算.定义径向基函数参数向量η= [ ( c1 ) T , ( c2 ) T , ⋯,

( cq) T , w1 , w2 , ⋯, w q ]T ,可知η∈ R d2 , d2 = ( m +

1) q.此外 ,定义系统参数向量为θ= [ζT ,ηT ]T .

　　辨识问题可以表述为 :给定分段模型数 q及输

入 - 输出观测序列 (U N , Y N ) ,其中

U N = { u1 , u2 , ⋯, uN , } , Y N = { y1 , y2 , ⋯, y N } .

估计参数矩阵 A i , B i , Gi , ci , w i ( i = 1 ,2 , ⋯, q) , C ,

D ,使得以下目标函数达到最小 :

J N (θ) = J N (ζ,η) =

∑
N

k = 1
‖y k - ŷ k| k- 1 (ζ,η) ‖2

2 =

∑
N

k = 1
‖ek (ζ,η) ‖2

2 = ET
N (ζ,η) EN (ζ,η) , (6)

其中

ek (ζ,η) = y k - ŷ k| k- 1 (ζ,η) .

并且假定目标函数 J n (ζ,η) 对任意的参数ζi ,ηj ( i =

1 ,2 , ⋯, d1 , j = 1 ,2 , ⋯, d2 ) 都 二 次 连 续 可 微 ,

ŷ k| k- 1 (ζ,η) 表示基于 ( k - 1) 时刻对 k时刻系统输出的

一步超前预报 ,可由以下均方一步最优估计器计算 :

x̂ k+1| k (ζ,η) = ∑
q

i = 1

βi ( uk ,η) [ A
～

i x̂ k| k- 1 (ζ,η) +

　　 　　　　�B i u k + Gy k ] , (7)

ŷ k| k- 1 = Cx̂ k| k- 1 + Du k ,

A
～

i = A i - Gi C , �B i = B i - Gi D .

3　梯度优化分析
　　求解式 (6) 的参数估计是一个非线性优化问

题.本文首先给出了基于 L M 算法以及一维搜索策

略的参数二步递阶优化方法 ;然后提出了在正交垂

平面进行参数优化的实现原理 ;最后得到了径向基

函数参数的梯度计算方法.

3 . 1　系统参数的二步递阶优化方法

　　本文采用二步递阶优化方法来辨识状态空间

系统参数.第 1步 :用自适应步长因子的 L M算法得

到参数的更新方向 ;第 2步 :由一维搜索方法计算系

统参数沿更新方向的最佳步长.

　　L M算法是处理非线性优化问题的有力工具 ,

在神经网络学习、动态系统建模、信号处理[7 ,8 ] 等领

域得到了广泛应用.本文先介绍状态空间系统基于

L M算法的梯度参数估计原理 ,如定理 1所述.

　　定理 1　若动态系统 (1) 满足如下条件 :

　　1) 系统输入序列 U N ,输出序列 Y N 有界 ;2) 由

式 (11) 定义的 T (θ) 恒为正定矩阵 ;则对任意的β∈

(0 , 1) ,都存在着δ> 0 ,使得只要α>δ,对于可行域

中任意的参数θ都有

J N (θ+ p (α,θ) ) ≤J N (θ) +βg (θ) T p (α,θ) , (8)

其中 p (α,θ) 是下式的解 :

T (θ+αW (θ) ) p (α,θ) = - g (θ) . (9)

式中

g (θ) = ý J N (θ) = 2 R (θ) T EN (ζ,η) ,

088
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R (θ) =
5 EN (ζ,η)

5θT = [ R (ζ) …R (η) ] ,

R (η) i , k =
5ei (ζ,η)

5ηk
∆

lim
γ→0

ei (ζ,η+ I d2
( : , k)γ) - ei (ζ,η)
γ ,

R (ζ) i , j =
5ei (ζ,η)

5ζj
,

i = 1 ,2 , ⋯, N , j = 1 ,2 , ⋯, d ,

k = 0 ,1 , ⋯, d2 . (10)

R (θ) 称为误差向量对系统参数的梯度矩阵 , R (ζ)

称为误差向量对状态空间模型参数的梯度矩阵 ,

R (η) 称为误差向量对径向基函数的梯度矩阵.

T (θ) = 2 R (θ) T R (θ) . (11)

　　证明 　条件 1) 和 2) 保证了系统 (1) 的观测输

出有界 ,进而确保了 g (θ) , T (θ) 的存在性.将状态空

间系统全参数形式的L M算法结论[7 ]应用于正交垂

平面的参数优化 ,即可证明定理 1 ,从略. □

　　由于矩阵 T (θ) 恒为正定矩阵 ,同时 W (θ) 为一

连续的正定对角阵 ,由式 (9) 有βg (θ) T p (α,θ) < 0 .

定理 1说明 ,当式 (6) 的目标函数 J N (θ) 还没达到最

小值 ,适当选择α并以式 (9) 的解 p (α,θ) 作为参数

增量 ,总能使目标函数 J N (θ) 值获得一定的下降量.

　　在参数更新的方向 p (α,θ) 确定后 ,还要计算出

沿这个方向使目标函数下降最多的最佳步长 ,即求

解

arg min
λ

J N (θ+λp (α,θ) ) =

arg min
λ ∑

N

k = 1
‖y k - ŷ k| k- 1 (θ+λp (α,θ) ) ‖2

2 . (12)

　　在优化理论中 ,求解式 (12) 称为一维搜索 ,常

用的方法有[7 ] :Fibonacci 方法、0 . 618 法、抛物线插

值法、切线法及二分法等.

3 . 2　正交垂平面上的状态空间参数误差梯度计算

　　对于动态系统(1) ,极小化目标函数 (6) 得到的参

数估计并不唯一 ,而是由定理 2给出的一簇参数集.

　　定理 2　动态系统 (1) 在输入 - 输出观测序列

(U N , Y N ) 上等价于由参数

�θ = [�ζT ,ηT ]T ,

�ζ = [ vec ( A
～

) T , vec ( �B) T , vec ( �C) T ,

　　vec ( D
～

) T , vec ( �G) T ]T (13)

确定的动态系统 ,其中

A
～

= [ TA 1 T - 1 , TA 2 T - 1 , ⋯, TA q T - 1 ] ,

�B = [ TB 1 , TB 2 , ⋯, TB q ] ,

�G = [ TG1 , TG2 , ⋯, TGq ] ,

�C = CT - 1 , D
～

= D.

T ∈Rn×n 为非奇异矩阵.

　　类似于线性系统的相似变换定理的证明可得

定理 2的结论 ,证明略.

　　定理 2 表明 ,如果式 (6) 的优化问题得到的解

满足相似原理 ,则式 (6) 的目标函数值将保持不变 ,

即陷入了局部极小值.接下来采用局部线性化方法

分析输入 - 输出等价类 ,同时提出正交梯度搜索的

方法来解决局部极小值问题.

　　考虑将单位阵叠加微小矩阵摄动作为变换矩

阵 ,即 T = In +ΔT ,由矩阵摄动ΔT的一阶逼近 ,同

时利用矩阵的拉直公式[7 ] ,可得

�ζ =ζ+ Qvec (ΔT) . (14)

其中

Q =

part1

part2

part3

, part1 =

- In á A 1 + A T
1 á In

…

- In á A q + A T
q á In

,

part2 =

B T
1 á In

…

B T
q á In

, part3 =

GT
1 á In

…

GT
q á In

- In á C

0 lm×n2

. (15)

　　为了克服输入 - 输出等价类对目标函数的取

值不变性影响 ,应在状态空间模型参数相切平面的

正交垂平面方向 Q⊥上更新系统参数.矩阵 Q⊥可通

过奇导值分解或 QR分解计算得到 ,具体过程为 :设

矩阵的 Q秩为 r ,对矩阵 Q进行奇异值分解得到Q =

US V T ,则 Q⊥为矩阵U的第 r + 1列到最后一列所组

成的子矩阵.

　　状态模型参数ζ与输入 - 输出等价类正交垂平

面方向参数ζ⊥的关系为 Q = Q⊥ζ⊥.本文考虑模型

参数输入输出等价类后 ,不直接计算式 (10) 中的

R (ζ) ,而是先计算误差向量 EN (θ) 在模型参数相平

面的正交垂平面方向上导数 R (ζ⊥) ,然后再计算

R (ζ) .采用导数逼近的方法计算 R (ζ⊥) ,其计算方

法为 :假设 Q⊥( : , i) 表示矩阵 Q⊥的第 i列 , R (ζ⊥) ( : , i)

表示矩阵 R (ζ⊥) 的第 i列 ( i = 1 ,2 , ⋯, d⊥ , d⊥j是矩

阵 Q⊥的维数) ,则输出误差向量 EN (θ) 对正交垂平

面 Q⊥方向上参数ζ⊥i 的导数的数值逼近式为

R (ζ⊥) ( : , i) =
5 EN (ζ,η)

5ζ⊥i
∆

lim
γ→0

EN (ζ+ Q⊥( : , i)γ,η) - EN (ζ,η)
γ , (16)

则式 (10) 中的 R (ζ) 的计算式为

R (ζ) = [ ( Q⊥) T ]+ RT (ζ⊥) , (17)

其中[ ( Q⊥) T ]+ 是最小二乘广义逆.

188
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3 . 3　辨识算法小结

　　本节将对以上内容进行总结 ,给出局部加权状

态空间系统参数的正交梯度二步递阶优化思想的辨

识算法.以下是具体的算法步骤 :

　　Step1 : 选取连续的下对角矩阵 W = I ,同时选

取β∈ (0 ,1) ,设定梯度范数阈值ξ和近似导数步长

γ.

　　Step2 : 设定系统输出误差和步长因子对 (ΔEi ,

μi ) ( i = 1 , ⋯, s) 满足ΔEi+1 >ΔEi ,μi+1 >μi .

　　Step3 : 设定系统参数初始值θ =θ0 ,使之满足

定理 1的输入 —输出有界条件 ,并记迭代次数标记

j = 0 ,置α0 =μ1 , M =μ1 .

　　Step4 : 依据式 (15) 计算输入 - 输出等价类相

切平面 Q ,由 Q的奇异值分解得到正交垂平面 Q ⊥ ,

由式 (9) , (10) , (16) , (17)得到R (θ) , R (η)和 g (θ) .

如果 g (θ) 的二范数小于ξ, 则停止计算 ; 否则转

Step5 .

　　Step5 : 计算 T (θ) = 2 R (θ) T R (θ) , 求解方程

(9) 得到 p (αj ,θ) .

　　Step6 : 检验条件 J N (θ+ p (αj ,θ) ) ≤ J N (θ) +

βg (θ) T p (α,θ) 是否成立. 如果不成立 , 则置αj =

Mαj ,继续求解方程 (9) 得 p (αj ,θ) ,转 Step6 ;否则置

θ=θ+ p (αj ,θ) ,依据式 (6) 计算在新参数θ下的目

标函数值 J N (θ) .如果 J N (θ) ∈[ΔEt - 1 ,μt ] , t = 1 ,

⋯, s ,则置αj +1 =αj /γt - 1 , M =γt - 1 ,转 Step7 .

　　Step7 : 置 j = j + 1 ,转 Step4 .

4　仿真与结果分析
　　考虑如下的多输入 - 多输出 (MIMO) 模型 :

y
(1)
( k+1) =

0 . 8 ( y
(1)
k ) 3 + ( u

(1)
k ) 2 u

(2)
k

2 + ( y
(2)
k ) 2 + e

(1)
k .

y
(2)
k+1 =

y
(1)
k + y

(1)
k y

(2)
k + ( u

(1)
k- 1 - 0 . 5) ( u

(2)
k + 0 . 8)

2 + ( y
(2)
k ) 2 + e

(2)
k .

其中 :输入信号 u
(1)
k 和 u

(2)
k 是伪二进制随机序

列[729 ] (由属性设为 PRBS的 matlab 函数 idinp ut ( )

产生) , e
(1)
k 和 e

(2)
k 是方差分别为0 . 000 05和0 . 000 01

相互独立的输出噪声 ,实验的数据长度是 1 500 ,前

1 000个数据用来建模 ,后500个数据用来验证模型.

将本文提出的局部加权组合状态空间模型方法所得

结果与文献 [6 ,10 ] 的期望极大方法得到的结果进

行比较.用本文方法建模时 ,由误差试验法得到分段

模型数为 4 ,状态阶次为 3 ,各个分段状态 A i , B i , C ,

D的初值由 matlab的 drss ( ) 函数产生 ,取[ - 1 ,1 ]

均匀分布的随机数作为 Gi 的初值 ;期望极大方法的

状态维数设为 4 ;两种算法的迭代步数都设为 35 .两

种算法的模型验证结果如图 1所示.其中 :实线代表

本文方法结果 ,虚线表示 EM算法[6 ,10 ] 误差 ;用本文

方法得到的500个预测输出的均方误差为0 . 000 32 ,

EM方法的均方误差为 0 . 002 83 ;第 1输出分量的模

型输出与系统真实输出的误差均值是 2 . 517 3 ×

10 - 4 ,误差的方差是 1 . 910 3 ×10 - 5 ,由 EM算法得到

的误差均值是 3 . 12 ×10 - 3 ,误差的方差是 2 . 634 ×

10 - 4 ;第 2输出分量的模型输出与系统真实输出的

误差均值是 2 . 129 2 × 10 - 4 , 误差的方差是

6 . 256 6 ×10 - 5 , 用 EM 算法得到的误差均值是

4 . 343 ×10 - 3 , 误差的方差是 5 . 276 ×10 - 4 .

(a) 　第 1输出分量模型输出与真实输出误差

(b) 　第 2输出分量模型输出与真实输出误差

图 1　预测误差图

　　从图形以及数值比较可以得出 :本文提出的分

段加权状态空间模型 ,获得的系统估计输出能很好

地预测系统真实输出 ,说明分段加权状态空间模型

在非线性建模方面是有效的.

5　结 　　论
　　针对局部加权组合状态空间模型的参数估计问

题 ,本文提出了正交梯度的二步递阶优化辨识方法.

根据动态系统相似变换原理 ,分析了局部加权组合

状态空间模型输入 - 输出等价类及其相切平面.将

状态空间模型参数的误差梯度矩阵在其输入 - 输出

等价类正交垂平面方向计算 ,可以避免参数陷入局

部极小 ,还可以提高算法效率.依据自适应 L2M 算

子方法确定系统参数优化方向 ,同时用一维搜索方

法计算最佳步长.最后 ,非线性动态系统的建模结果

表明 ,本文的方法具有预测精度高的优点.

(下转第 887页)
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的含有控制信息的数据包进行再处理 ,在保障系统

控制性能和基本的假设前提下 ,大大简化了系统的

建模.

　　4) 本文从时滞依赖鲁棒稳定的角度出发 ,提出

了使系统渐近稳定的状态反馈控制器的设计方法.

仿真和实验结果证明了该方法是有效的.
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