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线性控制系统窗口频域分析与设计
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摘　要 : 针对局部频率范围提出了窗口 H∞范数的新概念 ,指出传统 H∞范数是窗口 H∞范数的特例.利用 GKYP引

理证明了广义界实定理 ,研究了线性控制系统在窗口频域的性能分析问题.基于近似模型匹配原则和广义界实定理 ,

将控制器设计问题转化为窗口 H∞范数优化问题.仿真实例表明 ,窗口 H∞范数适于窗口频域的线性控制系统分析

和设计.
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Abstract : A new conception of window H∞ norm for local f requency range is presented , and it is stated that t raditional

H∞ norm is a special case of window H∞ norm. Generalized bounded real theorem is proved by using GKYP lemma ,

and performance analysis problems of linear control systems are investigated in window f requency domain. The

controller design problems of linear control systems are converted into window H∞ norm optimization problems based

on approximate model matching principle and generalized bounded real theorem. Simulation examples demonst rate that

the window H∞ norm is suitable for the analysis and design of linear control systems in window frequency domain.

Key words : Window frequency domain ; Window H∞ norm ; GKYP lemma ; Generalized bounded real theorem ;

Approximate model matching

1　引　　言
　　以 L Q G最优控制理论为代表的现代线性系统

理论 ,完全依赖于被控对象的精确数学模型[1 ] ,因而

一直未能得到广泛的工程应用. Zames和 Doyle 明

确地考虑了数学模型与实际对象的差别 ,逐步建立

起 H∞控制理论[2 ,3 ] ,使其广泛应用于控制系统理论

分析和设计.

H∞范数是一个全频域的性能指标 ,有时也通

过对传递函数矩阵进行频率加权 ,以凸显局部频率

范围的特性. 例如平衡模型降阶中的频率加权方

法[4 ,5 ] ,但这种频率加权并非严格意义上考虑局部

频率范围.工程上的设计指标经常是以局部频率范

围的形式给出的 ,因此传统的 H∞范数及界实引理

并不适合于在局部频率范围对控制系统进行分析和

设计.

Iwasaki等研究了线性系统的多频段理论 ,其重

要贡献是提出了 GKYP引理[ 629 ] .本文的主要目的

是在 Iwasaki等的研究基础上 ,针对局部频率范围

并基于 GKYP引理 ,进一步发展线性控制系统的分

析设计方法 ,面向窗口频域提出了窗口 H∞范数这

一新概念 ,讨论了窗口 H∞范数的一些优点和性质 ;

基于 GKYP引理给出了广义界实定理及其对偶形

式 ,并基于模型匹配原则研究了线性控制系统在窗

口频域的设计问题.应用实例表明 ,窗口 H∞范数便

于线性系统在窗口频域的分析和设计.

2　预备知识
　　对于传递函数矩阵 G(s) = C(sI - A) - 1 B + D ,

G( s) 的 H∞范数定义为



　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 23 卷

‖G( s) ‖∞ = sup
ω∈R
σmax ( G(jω) ) , (1)

其中σmax 表示最大奇异值.

引理 1 ( GKYP引理) [6 ] 　定义有理函数

G(λ) = (λI - A) - 1 B . (2)

其中 : A ∈Cn×n , B ∈Cn×m .给定 Hermitian矩阵Π∈

C( n+ m) ×( n+ m)
,复数集合

Λ(Φ,Ψ) =

λ∈C∶
λ

1

H

Φ
λ

1
= 0 ,
λ

1

H

Ψ
λ

1
≥0 ,

(3)

其中 Hermitian矩阵Φ,Ψ ∈C2×2 .如果 det (λI - A)

≠0 ( Πλ∈Λ(Φ,Ψ) ) ,则下列条件等价 :

1) Πλ∈Λ(Φ,Ψ)

G(λ)

I

H

Π
G(λ)

I
< 0 ; (4)

　　2) 存在 Hermitian矩阵 P和 Q ,满足 Q > 0 ,且

　
A B

I 0

H

(Φ á P +Ψ á Q)
A B

I 0
+Π < 0 .

(5)

　　当 A , B ,Φ,Ψ和Π为实矩阵时 , P和 Q也相应

变为实矩阵.

3　主要结果
3 . 1　窗口 H∞定义

定义 1　如果性能指标为

‖G( s) ‖W
∞ = sup
ω∈W
σmax ( G(jω) ) , (6)

则称 ‖G( s) ‖W
∞为 G( s) 的窗口 H∞范数 ,其中W Α

R为窗口频域集合.

由定义 1知 ,窗口 H∞范数具有如下基本性质 :

　　　　　　‖G( s) ‖W
∞ ≤‖G( s) ‖∞. (7)

W 的作用是以子集形式在整个频域开一个窗口 ,当

W = R时 ,窗口 H∞范数与传统 H∞范数相等 ,因此

传统 H∞范数属于窗口 H∞范数的特例.对于 SISO

系统 ,窗口 H∞范数的物理意义是Bode图中幅值曲
表 1　W2Ψ对应关系

W Ψ

| ω| ≤�ωl

(低频)

- 1 0

0 �ω2
l

0 ≤ω≤�ωl

(低频)

- 1 - j�ωl/ 2

j�ωl/ 2 0

�ωl ≤ω≤�ωh

(中频)

- 1 j ( �ωl + �ωh) / 2

- j ( �ωl + �ωh) / 2 - �ωl�ωh

�ωh ≤| ω|

(高频)

1 0

0 - �ω2
h

�ωh ≤ω

(高频)

0 j

- j - 2�ωh

线在窗口频域ω∈W 内的最大值.

为了便于论述 , W 统一采用如下形式表示 :

W = ω∈R∶
jω

1

H

Ψ
jω

1
≥0 . (8)

当 Hermitian矩阵Ψ ∈C2×2 取不同值时 ,将对应于

不同的窗口频域结合.常见的几种情况如表 1所示.

3 . 2　线性控制系统窗口频域分析

首先给出 GKYP引理在窗口频域的两个推论 :

推论 1　给定 G(jω) = (jωI - A) - 1 B , A ∈

Rn×n , B ∈Rn×m , Hermitian矩阵Π ∈C
( n+ m) ×( n+ m)

,集

合 W 如式 (8) 所示 ,其中 Hermitian矩阵Ψ ∈C2×2 .

如果 del (jωI - A) ≠0 ( Πω∈W ) ,则下列条件等价 :

1) Πω∈W

G(jω)

I

H

Π
G(jω)

I
< 0 ; (9)

　　2) 存在 Hermitian矩阵 P和 Q ,满足 Q > 0 ,且

　　　　　
A B

I 0

T 0 P

P 0
+Ψ á Q ×

　　　　　
A B

I 0
+Π < 0 . (10)

　　证明 　令 jω =λ,则λ是实部为 0的复数 ,而λ

实部为 0等价于λH +λ = 0 ,写成矩阵形式为

λ

1

H 0 1

1 0

λ

1
= 0 . (11)

由ω∈W有λ∈Λ(Φ,Ψ) ,其中Φ =
0 1

1 0
.应用引

理 1 ,注意到实矩阵的转置与共扼转置相等 ,易知推

论 1成立 ,且当Ψ和Π为实矩阵时 , P和Q也相应变

为实矩阵. □

推论2　给定 G(jω) = C(jωI - A) - 1 , A ∈Rn×n ,

C ∈Rp×n , Hermitian矩阵Π∈C( n+ p) ×( n+ p)
,集合W如

式 (8) 所示 ,其中 Hermitian 矩阵Ψ ∈ C2×2 ,如果

det (jωI - A) ≠0 ( Πω∈W ) ) ,则下列条件等价 :

1) Πω∈W

[ G(jω) 　I ]Π[ G(jω) 　I ] H < 0 ; (12)

　　2) 存在 Hermitian矩阵 P和 Q ,满足 Q > 0 ,且

　　　　　
A I

C 0

0 P

P 0
+ΨT á Q ×

　　　　　
A I

C 0

T

+Π < 0 . (13)

　　证明 　由于
jω

1

H

Ψ
jω

1
为标量 ,则有

jω

1

H

Ψ
jω

1
=

jω

1

H

Ψ
jω

1

T

=

- jω

1

H

ΨT - jω

1
. (14)
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令 �ω = - ω, �W = �ω∈R∶
j�ω
1

H

ΨT j�ω
1
≥0 ,则

det (jωI - A) ≠0 ( Πω∈W ) 等价于 det (j�ωI - A) ≠

0 ( Π�ω ∈ �W) .推论 2条件 1) 等价于 Π�ω∈ �W ,使得

下式成立 :

[ G( - j�ω) 　I ]Π[ G( - j�ω) 　I ] H < 0 . (15)

式 (15) 等价于

GH ( - j�ω)

I

H

Π
GH ( - j�ω)

I
< 0 , (16)

其中 GH ( - j�ω) = (j�ωI - A T ) - 1 CT .根据推论 1 ,推论

2条件 1) 成立等价于 :存在 Hermitian矩阵 P和 Q ,

满足 Q > 0且式 (13) 成立 ,故推论 2成立. □

基于推论 1可得如下结果 :

定理 1　给定集合 W 如式 (8) 所示 , 如果

det (jωI - A) ≠ 0 ( Πω ∈W ) , 则窗口 H∞ 范数

‖G( s) ‖W
∞ = ‖C( sI - A) - 1 B + D‖W

∞ <γ的充要

条件是 :存在 Hermitian矩阵 P和Q ,满足 Q > 0 ,且

　 　
A B

I 0

T 0 P

P 0
+Ψ á Q

A B

I 0
+

　 　
CT C CT D

DT C D T D - γ2 I
< 0 , (17)

其中 A , B , C , D为维数适当的实矩阵.当Ψ和Π为

实矩阵时 , P和 Q也相应变为实矩阵.

证明 　根据定义 1 , ‖G(s) ‖W
∞ <γ等价于

sup
ω∈W
σmax ( G(jω) ) <γ. (18)

由最大奇异值的定义 ,可知式 (18) 等价于

GH (jω) G(jω) <γ2 I , Πω∈W . (19)

将 G(jω) = C(jωI - A) - 1 B + D代入式 (19) ,有

( C(jωI - A) - 1 B + D) H ×

( C(jωI - A) - 1 B + D) - γ2 I < 0 ,

Πω∈W . (20)

式 (20) 可整理为如下矩阵形式 :

(jωI - A) - 1 B

I

H CT C CT D

DT C D T D - γ2 I
×

(jωI - A) - 1 B

I
< 0 , Πω∈W . (21)

取Π =
CT C CT D

DT C D T D - γ2 I
,根据推论 1 ,当 det (jωI

- A) ≠0 ( Πω∈W ) 时 ,式 (21) 成立的充要条件是 :

存在 Hermitian矩阵 P和Q ,满足 Q > 0且式 (17) 成

立 ,即定理 1成立. □

为与传统的界实引理[4 ,5 ]相对应 ,称定理 1为窗

口频域的广义界实定理.根据推论 2 ,可进一步得到

定理 1的对偶形式 ,即有如下定理 :

定理 2　给定集合 W 如式 (8) 所示 , 如果

det (jωI - A) ≠ 0 ( Πω ∈W ) , 则窗口 H∞ 范数

‖G( s) ‖W
∞ = ‖C( sI - A) - 1 B + D‖W

∞ <γ的充要

条件是 :存在 Hermitian矩阵 P和Q ,满足 Q > 0 ,且

　 　
A I

C 0

0 P

P 0
+ΨT á Q

A I

C 0

T

+

　 　
BB T BD T

DB T DD T - γ2 I
< 0 . (22)

　　定理 2的证明过程类似于定理 1 ,此略.

3 . 3　线性控制系统窗口频域设计

考虑图 1 所示的控制系统 ,按近似模型匹配原

则设计控制器[10 ,11 ] ,采用 H∞范数作为近似模型匹

配问题的优化指标.

图 1　控制器 2被控对象结构

考虑到工程设计有时只针对有限频段 ,本文采

用窗口 H∞范数作为优化指标.相应的设计问题可

转化为 :给定γ > 0 ,求取 Gc ( s) ,使得

‖Gc ( s) Gp ( s) - Gm ( s) ‖W
∞ <γ. (23)

　　设被控对象 Gp ( s) , 控制器 Gc ( s) ,参考模型

Gm ( s) 对应的状态空间表达式分别为

Ûx p = A p x p + B p u , y = Cp x p ;

Ûx c = A c x c + B ce , u = Cc x c + Dce ;

Ûx m = A m x m + B me , u = Cm x m .

考虑如下增广系统 :

Ûx = A x + Be , z = Cx . (24)

其中

A =

A p B p Cc 0

0 A c 0

0 0 A m

, B =

B p D c

B c

B m

,

x = [ x p 　xc 　x m ]T , z = y - ym ,

C = [ Cp 　0　 - Cm ].

经化简计算 ,由 e至 z 的传递函数 G (s) 满足

G(s) = C( sI - A) - 1 B =

Gc ( s) Gp ( s) - Gm ( s) . (25)

　　进一步有如下结果 :

定理 3　对于增广系统 (24) ,给定集合 W 如式

(8) 所示.如果 det (jωI - A) ≠0 ( Πω∈W ) ,则窗口

H∞范数 ‖G( s) ‖W
∞ = ‖C(sI - A) - 1 B ‖W

∞ <γ的

充要条件是 :存在 Hermitian矩阵 P和 Q ,满足 Q >

0 ,且
A I

C 0

0 P

P 0
+ΨT á Q

A I

C 0

T

+
0 0

0 - γ2 I

B

0

[ B T　0 ] - I
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< 0 . (26)

　　由定理 2和 Schur引理即可证明 ,此略.

4　仿真研究
　　例 1　设线性被控对象状态空间模型参数为

A p =

0 1 0

0 0 1

- 1 - 3 . 5 - 1 . 5

, B p =

0

0

1

,

Cp = [1　3　0 ] , D = 0 .

首先分析 Gp (jω) = (jωI - A p ) - 1 B p 的窗口频域特

性.以 rad/ s为频率单位 ,分别选取W = { 0 ≤ω≤1}

和 W = {ω≥1} ,根据表 1对应的Ψ值 ,先后两次求

解定理 1对应的 L MI优化问题 (17) ,可得

‖Gp ( s) ‖W
∞ =

1 . 87 dB , W = { 0 ≤ω≤1} ;

3 . 69 dB , W = {ω≥1} .

计算传统 H∞范数 ,得 ‖Gp ( s) ‖∞ = 3 . 69 dB .结果

表明 Bode图中幅值曲线的最大值位于窗口频域 W

= {ω≥1} .对应 Bode图的幅值曲线如图 2所示.

图 2　Bode图幅值曲线

例2　为例 1中的线性系统设计 PID控制器 ,要

求阶跃响应无稳态误差 ,超调量σ≤10 % ,上升时间

t ≤1 s ,调节时间 t ≤1 . 5 s.

根据性能指标要求 , 选择二阶系统 Gm ( s) =

25/ s ( s + 5 2) 为参考模型. PID控制器传递函数为

Gc ( s) = kp +
ki

s
+

kd s
T ds + 1

;

状态空间模型参数为

A c =
0 0

1 - 1/ T d

, B c =
ki / T d

ki - kd / T2
d

,

Cc = [0　1 ] , Dc = kp + kd / T d .

kp , ki 和 kd 以线性形式出现在增广系统 (24) 的 B阵

中 ,式 (26) 可以直接求解.选定窗口频域W = { 0 . 01

≤ω≤2} , T d = 0 . 05 s ,匹配误差上限γ= 0 . 05 .

求解 L MI (27) ,可得

kp = 1 . 115 3 , ki = 3 . 535 4 , kd = 0 . 941 0 .

容易验证 ,相应的闭环控制系统稳定 ,其阶跃响应曲

线如图 3所示.其中 :实线为 PID控制器作用下的闭

环系统阶跃响应 ,虚线为参考模型闭环系统的阶跃

响应 ,点划线为原系统直接在单位负反馈作用下的

阶跃响应.由图可见 ,控制系统与参考模型的闭环阶

跃响应特性接近 ,满足性能指标要求.

图 3　阶跃响应曲线

进一步绘制 Bode图进行验证 ,如图 4所示.其

中 :实线对应 Gc ( s) Gp ( s) 的频率特性 , 虚线对应

Gm ( s) 的频率特性.可以看出 ,在设计频段达到了近

似模型匹配的效果.

图 4　Bode图

5　结 　　论
　　本文的工作表明 ,窗口 H∞范数便于线性系统

在窗口频域的分析和设计.实际系统在设计中有时

需要兼顾各个频段的特性 ,因此多窗口频域的窗口

H∞回路成形技术值得进一步研究.另外 ,多输入多

输出系统的有限频段解耦问题还有待解决 ;当存在

建模误差时 ,窗口频域的鲁棒控制器优化设计及稳

定性问题也是未来的研究方向之一.

(下转第 1029页)
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原驱动系统的状态向量成比例的同步信号.仿真图

形丰富 ,既有误差曲线 ,又有驱动系统和响应系统对

应的混沌吸引子 ,还有所有对应状态向量的比例.而

文献[ 6210 ]只能实现分数阶混沌系统的完全同步 ,

其中的仿真曲线大多是最基本的误差曲线或同步时

状态向量的时序.本文设计的控制器适用范围广 ,简

单灵活 ,具有广阔的应用前景.
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