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摘　要 : 基于分数阶拉普拉斯变换理论 ,提出设计合适的新型非线性反馈控制器 ,分别实现分数阶混沌系统的同结

构广义同步和异结构广义同步.以分数阶 Liu混沌系统和分数阶 Lü混沌系统为例进行数值仿真 ,仿真结果表明了该

方法的有效性.该方法灵活且适用范围广 ,具有潜在的应用前景.
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Abstract : Based on Laplace t ransformation theory , the generalized synchronization of the f ractional order chaotic

systems with the same or different st ructure are studied. Two new different nonlinear controllers are designed for

synchronizing response system and drive system. The f ractional Liu system and the f ractional Lüsystem are taken as

examples. Numerical simulations show the effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
　　分数阶微积分把传统整数阶微积分的阶次推广

到分数甚至复数领域 ,因而极大地拓展了传统微积

分的概念.分数阶模型比整数阶模型更能反映动力

系统的性能.近年来 ,越来越多的科技工作者对分数

阶混沌系统的研究产生了兴趣 ,并用分数阶方程描

述动力系统 ,从而出现了一些分数阶混沌[125 ] .例如 :

分数阶 J erk混沌系统[1 ]、分数阶 Chen混沌系统[3 ]、

分数阶 Liu混沌系统[4 ]、分数阶 Lü混沌系统[5 ]等.

将分数阶混沌应用于保密通讯、信号处理等领

域 ,由于系统模型自身的复杂性 ,会比整数阶混沌系

统具有更强的保密性和抗破译能力 ,因而分数阶混

沌系统会有广泛的应用前景[6210 ] .文献 [ 6 ]利用单向

线性耦合方法 ,分别实现了分数阶蔡氏混沌系统和

分数阶 Rossler混沌系统的完全同步 ;文献 [ 7 ]利用

驱动响应方法 ,实现了分数阶统一混沌系统的完全

同步.然而 ,对于分数阶混沌系统广义同步的研究却

少有报道.

本文设计新型的非线性控制器 ,以实现同结构

的两个分数阶 Liu混沌系统的广义投影同步 ,以及

分数阶 Liu混沌系统与分数阶 Lü混沌系统异结构

的广义投影同步.利用拉普拉斯变换理论分析系统

同步时的稳定性 ,并通过数值仿真验证控制器的有

效性.

2　问题描述与系统模型
　　考虑如下分数阶混沌系统 :

dαx ( t) / d t
α

= f ( x ( t) , t) ,

dαy ( t) / d t
α

= g ( y ( t) , t) + u( t , x , y) .
(1)

其中 : x ( t) , y ( t) ∈Rn为系统向量 ; f 和 g为 R n →Rn

的可微函数.设系统 (1) 中第 1 式为驱动系统 ,第 2

式为响应系统 , u ( t , x , y) 为系统的控制输入 ,令对

角矩阵 �β = {β, ⋯,β} ,误差 e = y - �βx .
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本文的目标是设计合适的非线性反馈控制器

u ,使得从不同初始值 x0 和 y0 出发 , 系统满足

lim
t→∞
‖e‖= lim

t→∞
‖y ( t) - �βx ( t) ‖= 0 .当 f 和 g为相

同的可微函数时 ,实现两个初始值不同的同结构分

数阶混沌系统的广义投影同步 ;当 f 和 g 为不同的

可微函数时 ,实现异结构的两个分数阶混沌系统的

广义投影同步.

Wang等[ 4 ] 提出的分数阶 Liu 混沌系统 ,以及

Lü等[5 ] 提出的分数阶 Lü混沌系统 ,为研究分数阶

混沌系统的同步和保密通信提供了新的领域 ,具有

潜在的应用前景.

分数阶 Liu混沌系统的数学模型[4 ] 为

dαx 1 / d t
α

= a( x2 - x1 ) ,

dαx 2 / d t
α

= bx 1 - px 1 x3 ,

dαx 3 / d t
α

= - cx 3 + hx 2
1 .

(2)

当取系统参数 a = 10 , b = 40 , c = 2 . 5 , p = 1 , h =

4时 ,系统 (2) 出现整数阶混沌.取相同参数 ,改变分

数阶算子α,当α分别为 0 . 5 ,0 . 6 ,0 . 7 ,0 . 8和 0 . 9时 ,

系统 (2) 都呈现分数阶混沌. 该分数阶混沌系统能

产生混沌吸引子的最低阶数为 1 . 5 ,如图 1所示.可

见 ,整数阶混沌吸引子与分数阶混沌吸引子在形状

上也有不同之处.

图 1　Liu混沌系统

分数阶 Lü混沌系统的数学模型[5 ] 为

dαy 1 / d t
α

= l ( y2 - y1 ) ,

dαy 2 / d t
α

= qy 2 - y1 y3 ,

dαy 3 / d t
α

= y1 y2 - my 3 .

(3)

当取参数 ( l , m , q) = (36 ,3 ,20) 时 ,系统呈现整数阶

混沌吸引子. 改变分数阶算子α,取参数为 (35 ,3 ,

28) ,当算子α从 0 . 1到 0 . 9变化时 ,系统 (3) 都产生

分数阶混沌.该系统产生混沌吸引子的最低阶数为

0 . 3 ,如图 2所示.

图 2　α = 0. 9时分数阶 Lü混沌系统

3　分数阶混沌系统的同结构广义同步
　　考虑分数阶Liu混沌系统的同结构广义投影同

步 ,设系统 (2) 为驱动系统 ,则受控系统为

dαz 1 / d t
α

= a( z2 - z1 ) + u1 ,

dαz 2 / d t
α

= bz 1 - pz 1 z3 + u2 ,

dαz 3 / d t
α

= - cz 3 + hz 2
1 + u3 .

(4)

其中 u = ( u1 , u2 , u3 ) T为非线性控制向量.设向量误

差为 e1 = z1 - βx 1 , e2 = z2 - βx 2 , e3 = z3 - βx 3 .

定理 1　选取如下非线性反馈控制器 :

u1 = - ae2 ,

u2 = - ke2 + p (β2 - β) x1 x3 ,

u3 = h(β- β2 ) x2
1 .

(5)

其中常数 k > 0 .则能实现驱动系统 (2) 和响应系统

(4) 对应的所有状态向量 ,按不同比例渐近达到分

数阶混沌系统广义投影同步.

注 1　这里设计的分数阶 Liu混沌系统同结构

广义同步非线性反馈控制器 ,其实很简单且很灵活.

不妨令β = 1 ,则控制器 (5) 简化为 u1 = - ae2 , u2

= - ke2 , u3 = 0 .此时成为线性耦合的单向控制器 ,

用它就能实现两个分数阶 Liu混沌吸引子的完全同

步.常数 k的选择也很灵活 ,只要大于零即可 ,但从

工程上考虑 ,不需要选择太大.另外 ,通过不断改变

比例因子β的大小 ,可实现两个初始值不同的分数

阶 Liu混沌吸引子对应的所有状态向量 ,按不同比

例进行同相位或反相位同步.

证明 　将式 (5) 代入式 (4) ,求得响应系统 (4)

与驱动系统 (2) 的误差方程

dαe1 / d t
α

= - ae1 ,

dαe2 / d t
α

= - ke2 + be1 - pe1 e3 -

　　　 　 pβx 1 e3 - pβx 3 e1 ,

dαe3 / d t
α

= - ce3 + he2
1 + 2 hβx 1 e1 .

(6)

根据分数阶拉氏变换[7 ] ,有

Ei ( s) = L ( ei ( t) ) , i = 1 ,2 ,3 ;

L (dαe i / d t
α) = s

α
E i ( s) - s

α- 1 ei (0) .
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对式 (6) 两边进行拉氏变换 ,得到

s
α

E1 ( s) - s
α- 1 e1 (0) = - αE1 ( s) ,

s
α

E2 ( s) - s
α- 1 e2 (0) =

- kE2 ( s) + bE1 ( s) - p E1 ( s) E3 ( s) -

pβ( L ( x1 e3 ) + L ( x3 e1 ) ) ,

s
α

E3 ( s) - s
α- 1 e3 (0) =

- cE3 ( s) + hE2
1 ( s) + 2 hβL ( x1 e1 ) .

(7)

根据拉氏变换终值定理 ,有

lim
t→∞

e1 ( t) = lim
s→0

sE1 ( s) = lim
s→0

s
α

e1 (0)

s
α

+ a
= 0 ,

lim
t→∞

e2 ( t) = lim
s→0

sE2 ( s) =

lim
s→0 [

s
α

e2 (0) + bs E1 ( s) - ps E1 ( s) E3 ( s)

s
α

+ k
-

图 3　β = 0 . 5时系统同结构同步仿真结果

pβ( sL ( x1 e3 ) + sL ( x3 e1 ) )

s
α

+ k ] =

lim
s→0

- ps E1 ( s) E3 ( s) - pβ( sL ( x1 e3 ) + sL ( x3 e1 ) )

s
α

+ k
,

lim
t→∞

e3 ( t) = lim
s→0

sE3 ( s) =

lim
s→0

s
α

e3 (0) + hs E2
1 ( s) + 2 hβsL ( x1 e1 )

s
α

+ c
=

lim
s→0

2 hβsL ( x1 e1 )

s
α

+ c
.

由于混沌系统的有界性 ,令常数 M > 0 ,使得混沌系

统向量 | x1 | ≤M , | x3 | ≤M ,则有

| L ( x1 e3 ) | ≤M | E3 ( s) | ,

| L ( x3 e1 ) | ≤M | E1 ( s) | ,

| L ( x1 e1 ) | ≤M | E1 ( s) | .

根据 lim
t→∞

e1 ( t) = 0 , 则有 lim
t→∞

e3 ( t) = 0 , 从而推出

lim
t→∞

e2 ( t) = 0 .

根据以上分析 ,可知在非线性控制器 (5) 作用

下 ,误差系统 (7) 在原点渐近平衡.这表明当时间趋

于无穷时 ,初始值不同的两个分数阶 Liu混沌系统

渐近达到同结构广义投影同步. □

下面依据文献[1 ]中近似误差为 2 dB的 1/ s
α逼

近方式进行数值仿真.以分数阶算子α = 0 . 9为例 ,

取控制器 (5) 中的常数 k = 1 ,比例因子β= 0 . 5和β

= - 1 . 5 ,仿真结果分别如图 3和图 4所示.

图 4　β = - 1 . 5时系统同结构同步仿真结果

由图可见 ,当β = 0 . 5时 ,在时间 t ≥4 s , z1 =

0 . 5 x1 , z2 = 0 . 5 x2 , z3 = 0 . 5 x3 ;当β= - 1 . 5时 ,在时

间 t ≥5 s , z1 = - 1 . 5 x1 , z2 = - 1 . 5 x2 , z3 = - 1 . 5 x3 .

可见 ,分数阶 Liu混沌系统同结构广义同步速度快 ,

误差曲线快速衰减.
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4　分数阶混沌系统异结构广义同步
　　考虑分数阶 Liu混沌系统和分数阶 Lü混沌系

统的异结构广义投影同步.以系统 (3) 为驱动系统 ,

则受控的分数阶 Liu混沌系统为

dαx 1 / d t
α

= a( x2 - x1 ) + u1 ,

dαx 2 / d t
α

= bx 1 - px 1 x3 + u2 ,

dαx 3 / d t
α

= - cx 3 + hx 2
1 + u3 .

(8)

其中 u = ( u1 , u2 , u3 ) T 为非线性控制向量.令 e1 =

x1 -βy 1 , e2 = x2 -βy 2 , e3 = x3 -βy 3为广义同步时

的向量误差.

定理 2　选取非线性反馈控制器

u1 = - ae2 + ( l - a)β( y2 - y1 ) ,

u2 = - ke2 + ( pβ2 +β) y1 y3 -

　　　bβy 1 - qβy 2 ,

u3 = ( c - m)βy 3 - hβ2 y2
1 +βy 1 y2 .

(9)

其中常数 k > 0 .则能实现驱动系统 (2) 和响应系统

(4) 对应的所有状态向量 ,按比例渐近达到分数阶

混沌系统异结构广义投影同步.

证明 　将式 (9) 代入式 (8) ,则响应系统 (8) 与

驱动系统 (3) 的误差方程为

dαe1 / d t
α

= - ae1 ,

dαe2 / d t
α

= - ke2 + be1 - pe1 e3 -

　 　 　　pβy 1 e3 - pβy 3 e1 ,

dαe3 / d t
α

= - ce3 + he2
1 + 2 hβy 1 e1 .

(10)

对式 (10) 两边进行拉氏变换 ,得到

s
α

E1 ( s) - s
α- 1 e1 (0) = - aE1 ( s) ,

s
α

E2 ( s) - s
α- 1 e2 (0) =

- kE2 ( s) + bE1 ( s) - p E1 ( s) E3 ( s) -

pβ( L ( y1 e3 ) + L ( y3 e1 ) ) ,

s
α

E3 ( s) - s
α- 1 e3 (0) =

- cE3 ( s) + hE2
1 ( s) + 2 hβL ( y1 e1 ) .

(11)

根据拉氏变换终值定理 ,有

lim
t→∞

e1 ( t) = lim
s→0

sE1 ( s) = lim
s→0

s
α

e1 (0)

s
α

+ a
= 0 ,

lim
t→∞

e2 ( t) = lim
s→0

sE2 ( s) =

lim
s→0

- ps E1 ( s) E3 ( s) - pβ( sL ( y1 e3 ) + sL ( y3 e1 ) )

s
α

+ k
,

lim
t→∞

e3 ( t) = lim
s→0

sE3 ( s) = lim
s→0

2 hβsL ( y1 e1 )

s
α

+ c
.

鉴于混沌系统的有界性 ,设常数 N > 0 ,使得混沌系

统向量 | y1 | ≤N , | y3 | ≤N ,则有

| L ( y1 e3 ) | ≤N | E3 ( s) | ,

| L ( y3 e1 ) | ≤N | E1 ( s) | ,

| L ( y1 e1 ) | ≤N | E1 ( s) | .

于是有lim
t→∞

e3 ( t) = 0 ,并有lim
t→∞

e2 ( t) = 0 .从而说明在

非线性控制器 (9) 作用下 ,可实现分数阶Liu混沌系

统与分数阶Lü混沌系统的异结构广义投影同步. □

同样采用近似误差为 2 dB 的逼近方式进行数

值仿真 ,分数阶算子取α = 0 . 9 ,常数 k = 1 ,比例因

子β= 2 ,仿真结果如图 5所示.

图 5　系统异结构广义投影同步仿真结果

可见 ,随着时间的变化 ,同步误差曲线 e1 , e2 和

e3 快速衰减到零.当 t ≥5 s时 , x1 = 2 y1 , x2 = 2 y2 ,

x3 = 2 y2 .这说明很好地实现了两个分数阶混沌吸

引子之间的异结构广义投影同步.

5　结 　　论
　　本文结合反馈控制法设计了两个非线性反馈控

制器 ,分别实现了分数阶混沌系统的同结构和异结

构广义投影同步.利用拉氏变换理论分析了系统同

步时误差系统的稳定性 ,通过改变比例因子 ,获得与
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原驱动系统的状态向量成比例的同步信号.仿真图

形丰富 ,既有误差曲线 ,又有驱动系统和响应系统对

应的混沌吸引子 ,还有所有对应状态向量的比例.而

文献[ 6210 ]只能实现分数阶混沌系统的完全同步 ,

其中的仿真曲线大多是最基本的误差曲线或同步时

状态向量的时序.本文设计的控制器适用范围广 ,简

单灵活 ,具有广阔的应用前景.
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