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摘　要 : 引进模糊概念替代距离拒绝尺度 ,定义具有支持向量特性的模糊隶属度函数 ,以描述训练点隶属于聚类集

的程度.惩罚了边缘点对聚类中心的贡献权重 ,从而抑制了聚类中心的偏移 ,在避免复杂的参数搜索过程的同时 ,保

证了算法的鲁棒性能 .仿真结果表明 ,在相同初始条件下 ,改进算法较原算法对不规则分布数据的处理效率更高.
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Abstract : By replacing the distance rule with fuzzy factors , an SVM featured fuzzy membership function of t raining

point s is int roduced to work on the error coefficient . By punishing the weight of the remote points , the clustering

center is prevented f rom being att racted by the abnormal data edge , thus the robustness against the remote point s is

improved without ext ra complex searching of parameters. Computer simulations show that , under the same initial

conditions , the improved algorithm works more efficiently than the original one on irregularly dist ributed data.
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1　引　　言
　　为了将支持向量机理论[ 1 ]应用于无指导学习 ,

Tax和 Duin[2 ] ,以及 Schölkopf [3 ]提出了一类支持

向量机 (12SVM)算法 ,其核心思想是在高维特征空

间计算包含输入数据映像的最小超球体.该算法应

用于层次聚类[4 ,5 ]、支持向量域描述[ 2 ]、类似 K均值

的迭代核聚类[6 ]等 ,均获得了良好的学习效果.在核

聚类算法中 ,文献[6 ]引入描述训练可行域的距离参

数ρ,在训练过程中拒绝所有与聚类中心的距离大

于ρ的数据点.这种方法虽然加强了算法对不规则

分布数据的鲁棒性 ,但却带来了额外的参数选择计

算 ,同时增加了迭代次数.

　　为了避免采用绝对的距离拒绝尺度 ,本文引进

具有支持向量特性的模糊因子[6 ]来描述数据点属于

聚类集的程度 ,并将作用于原算法中的误差系数形

成模糊一类支持向量机 ( Fuzzy 12SVM ,或 12
FSVM) .模糊因子惩罚了边缘点对聚类中心的贡献

权重 ,确保了聚类中心不会被个别边缘点所吸引.仿

真结果表明 ,模糊因子在功能上完全可以取代距离

参数ρ,从而在避免复杂的参数搜索过程的同时 ,保

证了算法对不规则分布数据的鲁棒性.

2　基于 12SVM的核聚类算法
2. 1　算法介绍

2. 1. 1　12SVM训练算法

　　一类支持向量机 (12SVM) 是一种用支持向量

描述数据点分布的方法 ,它试图用一个高维特征空

间的超球体覆盖所有数据点在该特征空间的映像.

定义数据集 D = { x i }
n
i = 1 , x i ∈RN ,设存在从 D到某

高维特征空间χ的非线性映射 < ,使得 <( x i ) ∈χ,寻

找一个半径为 r球心为 a的超球体 ,使之尽可能覆盖

<( x i )
[1 ] .即如下优化问题 :

min
r, a ,ξi

r2 + C∑
i

ξi ,

s. t . ‖<( x i ) - a‖2 ≤ r2 +ξi ,ξi ≥0 , Πi.

其中 :‖·‖为欧氏距离 ;ξi ≥0为松弛变量 ; C为误

差系数 ,用来调节误差与边界摆动之间的平衡[1 ] .引

入拉格朗日函数 L P ( r , a ,ξi ) ,即最小化如下问题 :

L P ( r , a ,ξi ) = r2 - ∑
i

ξiβi + C∑
i

ξi -
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∑
i

( r2 +ξi - ‖<( x i ) - a‖2 )αi , (1)

其中αi ≥0和βi ≥0为拉格朗日乘子.将 r , a和ξi分

别最小化 ,得

∑
i

αi = 1 , (2)

a = ∑
i

αi <( x i ) , (3)

αi = C - βi . (4)

将式 (2) ～ (4) 代入 (1) ,可得 L P ( r , a ,ξi ) 的 Wolfe

对偶型 ,则原问题可转化为如下标准二次规划问题 :

　max
α

i

L D = ∑
i

αi K ( x i , x i ) - ∑
i , j

αiαj K ( x i , x j ) ,

　s. t . 0 ≤αi ≤C, ∑
i

αi = 1 . (5)

且满足 KKT条件 ( r2 +ξi - ‖<( x i ) - a‖2 )αi = 0和

ξiβi = 0 ,其中 K为 Mercer核函数 ,以替代空间χ上

的内积[7 ] ,即 K( x i , x j ) = <( x i ) <( x j ) .

　　训练完成后的数据点可分为 3类 :αi = 0对应

的点为内点 (个别点在球面上) ;0 <αi < C对应的

点落在球面上 ,为内支持向量 ;αi = C对应的点落在

球体外 (个别点在球面上) ,为外支持向量.由式 (3)

知 ,球心完全由支持向量所确定.

　　定义 d2 ( x) = ‖<( x) - a‖2 为任一数据点到

球心的距离函数 ,由式 (3) 和核函数的性质可得

d2 ( x) = K( x , x) - 2∑
i

αi K ( x i , x) +

∑
i , j

αiαj K ( x i , x j ) . (6)

2. 1. 2　基于 12SVM的核聚类算法

　　文献[3 ]将 12SVM成功应用于类似 K均值的

迭代式核聚类算法.给定数据集 D同上 ,考虑存在 L

个类的聚类问题 ( L ν n) ,设初始的聚类结果集为 V

= { V 1 ,V 2 , ⋯,V L } ,满足 V 1 ∪V 2 ∪⋯∪V L Α D

和 V i ∩V j = Á ,其中 i , j ∈1 ,2 , ⋯, L 且 i ≠ j .将

V 1 , V 2 , ⋯,V L分别进行12SVM训练 ,得到 L个超球

体 ,则聚类中心集为 W = { w i }
L
i = 1 ,其中 w i为第 i个

类的超球体的球心.新的聚类结果集按数据点到聚

类中心的距离重新划分 ,即

V l = { <( x i ) ∈χ| l =

　　arg min
j = 1 ,2 , ⋯, L
‖<( x i ) - <( w j ) ‖} ,

l = 1 ,2 , ⋯, L , i = 1 ,2 , ⋯, n. (7)

其中 ‖<( x i ) - <( w j ) ‖由式 (6) 计算得出.至此 ,便

完成了一步迭代.综上 ,基于 12SVM的迭代式核聚

类算法的完整步骤如下 :

　　1) 任选数据集 D的 L 个子集 V 1 ,V 2 , ⋯,V L 作

为初始聚类结果集 ,满足V 1 ∪V 2 ∪⋯∪V L Α D和

V i ∪V j = Á ,其中 i , j ∈1 ,2 , ⋯, L 且 i ≠ j .

　　2) 对每个 V l 使用 12SVM训练.聚类中心集 W

更新为对应超球体的球心.

　　3) 根据式 (6) 和 (7) 更新 V .

　　4) 如果 3) 中 V 已无变化 ,则算法结束 ,最终聚

类结果集为 V ,聚类中心集为 W ;否则转到 2) .

2 . 2　问题分析

　　12SVM算法选取高斯或拉普拉斯核函数比较

合适[6 ] ,本文采用高斯核 ,即

K( x i , x j ) = exp ( - q‖x i - x j ‖2 ) ,

其中 q ∈R.算法的训练结果直接受参数 C和 q的影

响[4 ,5 ] . q值可由数据点的先验信息经验性地获得 ,

原则上应尽量避免 q‖x i - x j ‖2 太大或太小 ;误差

参数 C约束了αi的取值上界 ,若 C ≥1 ,则不产生外

支持向量.为了简化参数选择 ,文献[3 ]令 C ≡1 ,仅

调整参数 q. 为避免被偏远的边缘点所干扰 ,文献

[3 ]为每个聚类目标引进参数ρl ( l = 1 ,2 , ⋯, L ) 作

为距离拒绝尺度.在更新聚类结果时 ,凡是与第 l个

球心的距离大于ρl 的点 ,将被排除在聚类结果集 V l

之外 ,即

　　　V l = { <( x i ) ∈χ| l =

　　　　　arg min
j = 1 ,2 , ⋯, L
‖<( x i ) - <( w j ) ‖,

　　　　　 ‖<( x i ) - <( w l ) ‖≤ρl } .

　　该方法虽然在一定程度上加强了算法对不规

则分布数据的鲁棒性 ,但仍存在以下问题 :1) 确定

参数ρ需要采用模型选择技术[9 ] ,此过程基本等同

于计算最终聚类结果集的半径 ,以此作为先验信息

过于强大 ;2) 对于不同的初始点 ,参数ρ要相应作出

调整 ,否则可能导致不同的聚类结果 ;3) 由于每次

训练只有部分满足距离尺度的数据点归于聚类结果

集 ,导致算法收敛所需的迭代次数增加.

3　改进算法
3 . 1　模糊一类支持向量机

　　为削弱边缘点对聚类结果的影响 ,除了设定一

个绝对的距离尺度外 ,还可考虑模糊关系来描述边

缘点被排除在聚类集之外的程度.由式 (3) 知 ,在球

心的组成部分中 ,外支持向量分得了恒定的最大权

重 C,内支持向量获得的权重小于 C ,这将导致在迭

代过程中球心被边缘点所吸引.若定义模糊因子以

描述训练点隶属于聚类集的程度 ,将其作用于 C ,则

球心构成的权重可随着数据点的偏远程度而变化 ;

同时 , C作为误差系数的意义也更加清晰 :对边缘点

投入较少的关注 ,而将误差惩罚的重心转移到更可

能属于该聚类集的数据点上.

　　在 12SVM算法的基础上 ,借鉴文献[10 ]提出

的模糊 SVM模型 ,引进应用于迭代式核聚类算法的

模糊一类支持向量机 (1 2FSVM) .定义点 x i 属于原
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超球体的模糊隶属度为 s i (0 < si < 1) [6 ] ,则在下一

轮迭代训练中新的最优化问题为

min
r, a ,ξi

r2 + C∑
i

s iξi ,

s. t . ‖<( x i ) - a‖2 ≤ r2 +ξi ,

　　ξi ≥0 , Πi. (8)

参照式 (1) ,拉格朗日函数为

L S P ( r ,α,ξi ) =

r2 - ∑
i

ξiβi + C∑
i

ξis i -

∑
i

( r2 +ξi - ‖<( x i ) - a‖2 )αi . (9)

极小化 L S P ,仍得到式 (2) 和 (3) ,原式 (4) 则变为

αi = Cs i - βi . (10)

代入式 (8) ,可消去 si ,得到二次规划模型

max
α

i

L SD = ∑
i

αi K ( x i , x i ) - ∑
i , j

αiαj K ( x i , x j ) ,

s. t . 0 ≤αi ≤Cs i , ∑
i

αi = 1 . (11)

　　该算法本质上是针对每个数据点可调整误差

参数 C的 12SVM .不同于文献[10 ]仅聚类一次即结

束 ,本文将模糊算法的特性充分应用于迭代过程中 ,

由每次迭代结束后的分类关系生成模糊隶属度 ,并

参与到下一次的迭代计算中.只要设定了合理的模

糊隶属度法则 ,误差参数便可根据数据点对聚类中

心的分布特性作出自适应的调整 ,从而逐步地削弱

边缘点对聚类结果的影响.因此 ,完整的聚类算法的

另一个关键步骤在于构造合适的模糊隶属度函数.

3 . 2　模糊隶属度函数

　　模糊隶属度函数 si 的一种流行算法[6 ] 是选取

数据点和球心的距离比例. 定义类别半径 r′=

max‖<( x i ) - a‖,则 si 可表示为 s i = 1 - ‖<( x i )

- a‖/ r′.此定义存在两个问题 :分类的可信度不

高 ,未充分利用最小超球体的训练成果 ;未考虑数据

点之间的紧密性质 ,如图 1所示.

图 1　相同中心距不同紧密度的数据点

　　在已知 12SVM训练结果的基础上定义模糊隶

属度函数 ,可利用已最优化的最小超球体作为隶属

程度的参照.参考式 (6) ,令 d ( x i ) = ‖<( x i ) - a‖,

则模糊隶属度函数可定义如下[11 ] :

si =

0 . 5 × 1 - d ( x i ) / r
1 +λ1 d ( x i ) / r

+ 0 . 5 , d ( x i ) ≤ r;

0 . 5 × 1
1 +λ2 ( d ( x i ) - r)

, d ( x i ) > r.

(12)

为使模糊隶属度函数在 d ( x i ) = r时可微 ,参数λ1

和λ2 满足 r(1 +λ1 )λ2 = 1 .本文λ1 取值为 1 .可见 ,

内点和内支持向量属于该分类的模糊程度均大于

0 . 5 ,而外支持向量则倾向于远离该分类.

　　另外 ,原算法在步骤 3) 中需利用式 (6) 和 (7)

更新聚类结果集 V ,该步骤必须遍历全体数据点并

计算相应的 d ( x i ) . 因此 ,在单步迭代内 ,模糊隶属

度的计算并不会增加算法的渐近时间复杂度.

3 . 3　算法步骤

　　综上 ,基于 12FSVM的迭代式核聚类算法步骤

如下 :

　　1) 任选数据集 D的 L 个子集 V 1 ,V 2 , ⋯,V L 作

为初始聚类结果集 ,满足V 1 ∪V 2 ∪⋯∪V L Α D和

V i ∩V j = Á ,其中 i , j ∈1 ,2 , ⋯, L且 i ≠j .令所有

初始点对应的 si = 1 .

　　2) 对每个 V l 使用 1 2FSVM训练.聚类中心集

W 更新为对应超球体的球心.

　　3) 根据式 (6) 和 (7) 更新 V .

　　4) 如果在 3) 中 V 已无变化 ,则算法结束 ,最终

聚类结果集为 V ,聚类中心集为 W ;否则 ,根据式

(12) 对每个 V l 更新 s i ,转到 2) .

4　仿真结果和讨论
4 . 1　单步聚类

　　为检验两种算法对边缘点的作用 ,构造如下算

例 :第 1步训练对象为单位圆内随机选取的 100 个

点 ,假设训练完成后更新的数据集增加了在单位圆

外的 4个边缘点 : (1 . 5 ,0) , ( - 1 . 4 ,0) , (0 ,1 . 3) , (0 ,

- 1 . 35) ,则两种算法第 2步的训练效果如图 2所示

(为便于比较 ,训练参数均为 C = 1和 q = 0 . 6) , 其

中加圆圈的点为支持向量.

　　可见 ,12SVM 的训练结果完全被边缘点所支

配 (仅有的 4个支持向量全是新增的边缘点) ,而上

一步聚类的单位圆信息几乎全部丢失. 12FSVM 在

一定程度上削弱了边缘点的干扰 ,全部 4 个边缘点

被成功地划分为外支持向量 ,且内支持向量基本上

保留了原单位圆的信息.

4 . 2　迭代聚类

　　分别将基于 12FSVM 的核聚类算法、基于

12SVM的核聚类算法和经典 K均值算法应用于对

IRIS数据集的迭代聚类.为使结果可视化 , IRIS集

经主成分分析降为二维.其中 ,1 2SVM 未引进参数
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(a) 　12SVM的训练效果

(b) 　12FSVM的训练效果

图 2　单步聚类效果

ρ(一个足够准确的先验参数ρ会产生良好的结果) ,

3种算法均采用相同的小容量初始集 (较大容量的

初始集含有太多先验信息 ,可能影响聚类结果) ,两

种核聚类的 SVM参数均为 C = 1和 q = 0 . 6 .算法

最终的聚类结果如图 3 所示 ,数据点分为圆、上三

角、下三角 3类 ,其中初始集用实心点表示 ,误分类

点用实心叉表示. 3种算法的准确率分别为 :图 3 (a)

准确率为 88 % ,图 3 (b) 准确率为 91. 3 % ,图 3 (c) 准

确率为 96. 7 %.可见 ,带模糊因子的核聚类方法比

未引入参数ρ的核聚类方法能获得更高的准确率.

　　表 1给出了基于无距离参数的 12SVM聚类算

法 (简称算法 1) 、基于 12FSVM的聚类算法 (简称算

法 2) 以及基于有距离参数的 12SVM 聚类算法 (简

称算法 3) 在收敛性质和准确率上的比较.测试数据

集仍采用与图 3相同的 IRIS数据集 ;4组初始集均

为随机获取的小容量集合 ,每个聚类目标仅包含 2

个初始点 ;距离参数取值为ρ1 = 1 . 50 ,ρ2 = 0 . 91 ,ρ3

= 1 . 69 .在准确率方面 ,算法 2和算法 3差别不大 ,

且均优于算法 1 , 表明距离参数和模糊因子均能

改善聚类准确率 .在时间消耗上 ,算法2略优于算

(a) 　K均值聚类

(b) 　基于 12SVM的迭代核聚类

(c) 　基于 12FSVM的迭代核聚类

图 3　聚类结果

法 3 ,其原因在于 :在单步迭代的渐近时间复杂度相

同的前提下 ,算法 2的迭代次数略少于算法 3 (见2 . 2

节问题分析) .考虑到选择参数ρ需要额外的计算开

销 (不论采用贝叶斯方法或交叉验证法[9 ] ,模型选择

法均需在给定的训练集内反复计算各种参数条件下

的泛化误差) ,因而本文提出的算法 2比算法 3更容

易实现.

　　可见 ,模糊因子在功能上类似于距离参数ρ,能

使算法以牺牲一定的收敛速度来换取更高的聚类准

确率.但是模糊算法并不需要通过模型选择法反复

搜索合适的距离参数 ,因此在不失鲁棒性的条件下

该算法具有更高的效率和更强的实用性.

表 1　不同初始条件下算法的迭代次数和准确率

初始集

无距离参数 12SVM

迭代次数
计算时间

s
准确率

%

12FSVM

迭代次数
计算时间

s
准确率

%

有距离参数 12SVM

迭代次数
计算时间

s
准确率

%

1 2 1. 08 91. 3 5 3. 21 96. 7 6 3. 52 95. 3

2 3 1. 40 84. 7 3 2. 31 89. 3 5 3. 02 90. 7

3 3 1. 73 94 4 2. 73 94 6 3. 41 94

4 2 0. 89 89. 3 6 4. 37 97. 3 6 3. 32 95. 3
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5　结 　　论
　　本文提出一种基于 12FSVM 的迭代式核聚类

算法 ,将具有支持向量特性的模糊隶属度函数作用

于误差系数 ,惩罚了边缘点对聚类的影响 ,保证了算

法的鲁棒性能.仿真实验表明 ,12FSVM在单步聚类

时可显著地惩罚边缘点 ,并保证原聚类集合的性质 ;

在迭代聚类时 ,模糊因子可达到与距离参数类似的

消除边缘点影响的效果 ,通过增加收敛次数获得更

高的分类准确率 ,并且避免了复杂的参数搜索过程.

因此 ,改进的算法较原算法对不规则分布数据的处

理效率更高 ,更具实用性.

　　进一步的工作是研究参数和收敛速度的相对关

系 ,并致力于该算法的广泛外推.
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