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基于分布参数模型的柔性臂变结构力控制
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摘　要 : 提出一种基于受约束柔性臂分布参数模型的变结构力控制方法 ,避免了集中参数模型的缺陷 ,解决了系统

存在模型不确定性和外部干扰影响下的力控制问题 .通过 Lyapunov函数设计了系统的变结构控制器 ,其中滑模面

设计为系统转动角、转动角速度和柔性臂根部应变的线性组合.利用线性算子半群理论和 LaSalle不变集原理 ,证明

了闭环系统的渐近稳定性.仿真结果验证了该方法的有效性.

关键词 : 柔性臂 ; 变结构控制 ; 力控制 ; 线性算子半群

中图分类号 : TP241　　　　文献标识码 : A

Variable structure force control of flexible manipulator based on
distributed parameter model

CA O X i ao2t ao , L I Yuan2chun

(College of Communication Engineering , Jilin University , Changchun 130022 , China. Correspondent : L I Yuan2chun ,

E2mail : liyc @email. jlu. edu. cn)

Abstract : In this paper , the variable st ructure force control method is proposed based on the dist ributed parameter

model of const rained flexible manipulator , the drawbacks of lumped parameter model are avoided and the force

stabilization problem of the system with uncertain model and disturbance is resolved. The variable st ructure controller

is designed by using the Lyapunov function method , and the sliding surface is selected as a linear combination of joint

angle , joint angle velocity and root st rain of flexible manipulator. The asymptotically stablility of the closed2loop

system is proved by using the semigroup of linear operator and LaSalle invariance principle. Simulation result s show

the effectiveness of the method.
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1　引　　言
　　近年来 , 柔性臂建模与控制受到众多学者的关

注.柔性臂系统模型本质上是无穷维的分布参数系

统 ,且存在固有的振动特性 ,其动力学行为非常复

杂 ,给系统分析和控制器设计带来了很大困难.为

此 ,一些学者研究其简化的集中参数模型 ,提出了奇

异摄动[1 ]、终端滑模[ 2 ]、神经网络[3 ]等控制策略.然

而 ,利用简化的集中参数模型设计控制器 ,存在控制

和观测溢出问题 ,且被忽略的剩余模态易使闭环系

统不稳定.

为解决溢出等问题 ,基于集中参数模型设计的

控制器通常结构和阶次比较高 ,不易于工程实现.为

此 ,一些学者直接针对柔性臂的分布参数模型 ,对于

抑制振动问题 ,提出了边界反馈[4 ]、剪切力反馈[5 ]等

方法 ;对于位置和振动的混合控制问题 ,提出了

PDS[5 ]、非线性力矩反馈[6 ]、自适应[7 ]等方法.

柔性机械臂在从事装配、抛光、擦洗等工作中 ,

环境会对机械臂施加作用力.太大的作用力容易损

坏机械臂或工件 ,因此必须考虑力和位置的混合控

制问题.受约束柔性臂系统是力、位置以及振动抑制

的综合问题 ,从而给系统的分析和控制带来更大的

困难.对于柔性臂的力和位置混合控制问题 ,一些学

者基于简化的集中参数模型 ,研究了奇异摄动[ 8 ]、鲁

棒[9 ]等方法 ,但由于模型简化 ,上述方法同样存在着

溢出问题.对于直接基于分布参数模型的力控制 ,则

很少有文献报导.文献 [ 10 ]提出一种应变反馈控制
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策略 ,但该方法是在系统模型精确已知的条件下提

出的.由于实际系统存在着建模误差和干扰的影响 ,

基于分布参数模型的鲁棒力控制问题的研究更有实

际意义.

本文研究柔性臂力控制问题的分布参数模型 ,

避免了集中参数模型的缺点.针对存在模型不确定

性和外部干扰影响下的分布参数模型 ,提出一种新

的变结构控制方法.设计滑模面为系统转动角、转动

角速度和柔性臂根部应变的线性组合 ,并通过

L yap unov函数设计了系统的变结构控制策略.该控

制器使系统在有限时间收敛到滑模面的同时 ,可保

证系统的状态是有界的.当系统到达滑模面后 ,由不

确定系统转化为一个参数已知的确定系统.利用线

性算子半群理论和 LaSalle 不变集原理 ,证明了闭

环系统是渐近稳定的.仿真结果表明 ,本文提出的变

结构控制方法能镇定系统的位置和力 ,并有效地抑

制系统的弹性振动.

2　问题描述
2 . 1　动力学模型

图 1　受约束柔性臂系统

如图 1 所示 ,本文研究的对象是水平面的受约

束柔性臂系统 ,其中柔性臂的末端受一个固定平面

约束.柔性臂的物理参数为 :抗挠刚度 EI ,单位质量

密度ρ,单位长度 l ,末端集中质量 M.以θ( t) 表示转

动角 , u ( t , r) 表示柔性臂位置 r处的弹性形变 ,τ( t)

表示控制力矩 , J和 N g分别表示电机的转动惯量和

传动比 , f n ( t) 表示沿约束面法线方向的接触力.分

别以下标 t和 r表示变量对 t 和 r的偏导数.

为简化分析 ,考虑转动角满足θ( t) ≈ 0 ,以及系

统存在未建模动态和外部干扰τd .系统模型[9 ,10 ] 如

下 :

Φ(θ( t) , u( t , l) ) = lθ - u( t , l) = 0 , (1)

Jθtt ( t) + EI u rr ( t ,0) = N gτ+τd , (2)

utt ( t , r) + EI u rrrr ( t , r) /ρ= rθtt ( t) , (3)

u( t ,0) = 0 , ur ( t ,0) = 0 , urr ( t , l) = 0 , (4)

EI u rrr ( t , l) =λ. (5)

其中λ为拉格朗日乘子 ,λ满足λ( t) = f n ( t) .式 (1)

为系统的约束方程 ,式 (2) 为系统的转动角方程 ,式

(3) 为系统的振动方程 ,式 (4) 和 (5) 为振动方程 (3)

的边界条件.

引入新变量
y ( t , r) = u( t , r) - rθ( t) , (6)

则系统的动力学模型可转化为
- J y tt r ( t ,0) + EI y rr ( t ,0) = N gτ+τd ; (7)

y tt ( t , r) + EI y rrrr ( t , r) /ρ= 0 ; (8)

y ( t ,0) = 0 , y ( t , l) = 0 ,

y r ( t ,0) = - θ( t) , y rr ( t , l) = 0 ; (9)

EI y rrr ( t , l) =λ. (10)

2 . 2　控制目标
本文的控制目标是 :在受约束柔性臂系统 (1)

～ (5) 存在参数不确定性和外部干扰的条件下 ,设
计控制力矩τ( t) 使闭环系统渐近稳定.即系统从初
始状态出发 ,当 t →∞时 ,θ( t) →θd ,λ( t) →λd , u( t ,

r) →ud ( r) .其中 :θd ,λd和 u d ( r) 均为常数 ;下标 d表
示期望值.

对于系统 (7) ～ (10) ,由式 (6) 可知控制目的是
当 t →∞时 , y ( t , r) →y d ( r) ,λ( t) →λd .考虑系统处
于静态 ,即当 y tt ( t , r) = 0时 ,容易解得

ys ( r) =
λs

6 EI
r (2 l2 - 3 lr + r2 ) , (11)

θs = - l2λs / 3 EI . (12)

其中下标 s表示静态值.如果选取系统的期望值满
足θd =θs ,λd =λs , ud ( r) = us ( r) ,则表明期望值的
选取必须满足数学关系 (11) 和 (12) .

为简化描述 , 本文以 y ( t , r) 表示 y ( t , r) -

y d ( r) .为了不至于混淆 ,对于式 (7) 中的 y rr ( t ,0) ,

用 y1
rr ( t ,0) 来表示.

3　变结构控制器设计
　　对于系统 (7) ～ (10) ,假设系统参数 J和 N g是

不确定的. J , N g 和τd 满足以下假设 :

假设 1　N g ≥a1 , J ≤a2 , |τd | ≤a3 . a1 , a2 和

a3 均为已知正常数.

定义滑模面为系统转动角、角速度和柔性臂根

部应变的线性组合 ,即

s = y tr ( t ,0) + k1 y r ( t ,0) - k2 y rr ( t ,0) . (13)

其中 : k1 > 0和 k2 > 0为设计参数 , y rr ( t ,0) 为柔性

臂的根部应变值 , - y r ( t ,0) =θ( t) 为系统的转动

角.

如果 k2 = 0 ,则式 (13) 就是传统的刚性臂控制

所用的滑模面.加入 y rr ( t ,0) 项是为了稳定系统 ,这

将在下文中得到验证.

定理 1　对于系统 (7) ～ (10) ,在假设 1成立的

前提下 ,设计滑模变结构控制器

τ= [η+
a3

a1
+

EI

a1
| y1

rr ( t ,0) | +

( k1
a2

a1
+

EI

k2
) | y tr ( t ,0) | +
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k2
a2

a1
| y trr ( t ,0) | ]sgn ( s) . (14)

其中 :η > 0为设计参数 , sgn (·) 为符号函数.

系统将在有限时间收敛到滑模面 s = 0 ,并且系

统状态是范数有界的.即满足

‖y rr ‖2 ≤M0 , ‖y t ‖2 ≤M0 ,

( y r ( t ,0) ) 2 ≤M0 .

其中 : M0 > 0为某一特定常数 , ‖·‖2 =∫
l

0
·2 d r.

证明 　对于转动角方程 (7) ,考虑L yap unov函

数

V 1 =
1
2

J
N g

s2 .

对 s沿时间 t 求导 ,由式 (7) 和 (14) 可得

ÛV 1 =
J

N g
sÛs =

- η| s | + s[ -
1

N g
τd +

EI

N g
y 1

rr ( t ,0) +

k1
J

N g
y tr ( t ,0) - k2

J
N g

y trr ( t ,0) ] - | s | [
a3

a1
+

EI

a1
| y1

rr ( t ,0) | + ( k1
a2

a1
+

EI

k2
) | y tr ( t ,0) | +

k2
a2

a1
| y trr ( t ,0) | ] ≤ - η| s | .

　　由滑模变结构控制方法[11 ] ,上式表明式 (7) 将

在有限时间内收敛到滑模面 s = 0 . 对于整个系统

(7) ～ (10) ,考虑 L yap unov函数

V 2 =
1
2

EI∫
l

0
( y rr ) 2 d r +

1
2
ρ∫

l

0
( y t )

2 d r +

1
2

J
N g

s2 +
1
2

k1

k2
EI [ y r ( t ,0) ]2 ,

则 V 2 沿时间 t的导数为

ÛV 2 = - EI y rr ( t ,0) y tr ( t ,0) +
J

N g
sÛs +

k1

k2
EI y r ( t ,0) y tr ( t ,0) .

将式 (13) 和 (14) 代入上式 ,可得

ÛV 2 =

-
EI

k2
[ y tr ( t ,0) ]2 - η| s | + s[ -

1
N g
τd +

EI

N g
y 1

rr ( t ,0) + ( k1
J

N g
+

EI

k2
) y tr ( t ,0) -

k2
J

N g
y trr ( t ,0) ] - | s | [

a3

a1
+

EI

a1
| y1

rr ( t ,0) | +

( k1
a2

a1
+

EI

k2
) | y tr ( t ,0) | + k2

a2

a1
| y trr ( t ,0) | ] ≤

-
EI

k2
[ y tr ( t ,0) ]2 - η| s | ≤0 .

　　上式表明V 2是有界的 ,因此当控制器设计为式
(14) 时 ,系统 (7) ～ (10) 是L yap unov稳定的.由 V 2

的结构可知 ,存在某一正常数 M0 ,使得

‖y rr ‖2 ≤M0 , ‖y t ‖2 ≤M0 ,

( y r ( t ,0) ) 2 ≤M0 . □

4　渐近稳定性分析
　　以下证明当 s = 0时 ,闭环系统也是渐近稳定

的.当 s = 0时 ,系统的闭环方程为

y tt ( t , r) + EI y rrrr ( t , r) /ρ= 0 , (15)

y tr ( t ,0) + k1 y r ( t ,0) - k2 y rr ( t ,0) = 0 , (16)

y ( t ,0) = 0 , y ( t , l) = 0 , y rr ( t , l) = 0 . (17)

　　由控制器 (14) ,已将存在参数不确定性以及外

部干扰的系统 (7) ～ (10) ,转化为参数确知的系统

(15) ～ (17) .滑模面 s = 0构成了偏微分方程 (15)

的一个新的边界条件. 为分析闭环系统 (15) ～

(17) ,引入状态空间

H = { ( u , v , ur (0) ) T | u ∈ H2
0 ,

v ∈L 2 , ur (0) ∈R} .

其中

L 2 = { f ∶(0 , l) →R |∫
l

0
f 2 d x < ∞} ,

H k = { f ∈L 2 | f , f′, ⋯, f
( k) ∈L 2 } ,

H k
0 = { f ∈ Hk (0 , l) , f (0) = 0} .

　　对于任意 z , ẑ ∈ H ,定义内积

〈z , ẑ〉H = EI∫
l

0
urr û rr d r +ρ∫

l

0
vv̂ d r +

k1 EI u r (0) ûr (0) / k2 . (18)

其中

z = ( u , v , ur (0) ) T , ẑ = ( û , v̂ , û r (0) ) T .

则空间 H按内积 (18) 成为 Hilbert 空间.闭环系统

(15) ～ (17) 可表示为 H上的发展方程 ,即

ÛY = A Y , Y (0) = Y0 . (19)

其中 : Y = ( y , y t , y r ( t ,0) ) T ,算子 A∶H →H定义为

　　　　　A

u

v

ur (0)

=

v

-
EI

ρ u rrrr

v r (0)

. (20)

则

D ( A) =

{ ( u , v , ur (0) ) T | u ∈ H4
0 , v ∈ H2

0 ,

ur (0) ∈R , u( l) = 0 , urr ( l) = 0 ,

v r (0) + k1 ur (0) - k2 urr (0) = 0} . (21)

　　记系统收敛到滑模面的时间为 ts , ts 时的 Y 值

为 Y (0) ,则 Y0 = ( y ( ts , r) , y t ( ts , r) , y r ( ts , r) ) T表示

发展方程 (19) 的初始值.

对于算子 A ,给出如下引理 :

引理 1　算子 A 是 H 上的耗散算子.

证明 　对于任意 z ∈H ,由式 (19) 和 (20) 经直
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接计算可得

〈z , A z〉H = -
EI

k2
[ v r (0) ]2 ≤0 . (22)

由式 (22) 可知算子 A 是 H 上的耗散算子. □

不等式 (22) 表明对于闭环系统 (15) ～ (17) ,如

果定义 L yap unov 函数 V 3 =
1
2
‖Y ‖2

H , 其中

‖·‖H 表示由内积 (18) 诱导的范数 ,则

ÛV 3 =〈Y , A Y〉= -
EI

k2
[ y tr (0) ]2 ≤0 , (23)

即算子 A 耗散表明 ÛV 3 ≤0 .

引理 2　存在λ0 > 0 ,使得 R (λ0 I - A) = H ,其

中 R (λ0 I - A) 表示λ0 I - A 的值域.

证明过程与文献[12 ]类似 ,从略.

由引理 1 ,引理 2和 L umer2Phillip s定理[13 ] ,可

知如下定理成立 :

定理 2　算子 A 生成 H 上的 C0 压缩半群.

为证明闭环系统是渐近稳定的 ,给出以下关于

算子 A 的预解式 (λ0 I - A) - 1 的性质 :

引理 3　对于任意λ0 ∈ρ( A) ,算子 A的预解式

(λ0 I - A) - 1 是紧的 ,其中ρ( A) 是算子 A的预解集.

证明过程与文献[12 ]类似 ,从略.

由 LaSalle不变集原理[5 ] ,如果当 t ≥ ts 时系统

(19) 的解轨线在 H中是预紧的 ,则系统 (19) 的解将

收敛于最大不变子集 M = { z ∈ H | ÛV 3 = 0} .由定

理 2和引理 3可知 ,系统 (19) 的解轨线在 H中是预

紧的.为证明闭环系统是渐近稳定的 ,只需证明 M

仅包含零解.当 ÛV 3 = 0时 ,系统方程为

y tt ( t , r) + EI y rrrr ( t , r) /ρ= 0 , (24)

k1 y r ( t ,0) = k2 y rr ( t ,0) , (25)

y ( t ,0) = 0 , y ( t , l) = 0 , y rr ( t , l) = 0 , (26)

y tr ( t ,0) = 0 . (27)

　　系统 (24) ～ (27) 可写成发展方程的形式ÛY p =

A p Y p .其中 : Y p = ( y , y t )
T ∈H p , H p定义为在 H中

忽略 ur (0) 项 , A p 定义为在 A 中忽略最后一行.而

D ( A p ) 是在式 (21) 中忽略 ur (0) 项 ,并将最后一个

边界条件修改为 k1 ur (0) - k2 urr (0) = 0 . 内积〈·,

·〉H p
定义为在式 (18) 中略去最后一项 ,空间 H p 按

内积〈·, ·〉H p
成为 Hilbert 空间.通过分部积分 ,容

易验证对于任意 z p ∈D ( A p ) , ẑ p ∈D ( A p ) ,满足

〈z p , A p ẑ p〉H p
= -〈A p z p , ẑ p〉H p

.

　　由上式可知 A p 是斜伴算子[14 ] .由文献[13 ]可

知 A p 生成一个 C0 压缩半群.由文献[14 ]可知系统

(24) ～ (27) 的解可表示为

Y p = ∑
j

c j e
λ

j tφj . (28)

其中 :λj 是算子 A p 的本征值 ,φj = ( uj , v j )
T 为对应

于λj 的本征函数 , cj ∈C由初始条件确定.

对于本征函数φj ,有 urj (0) ≠0 ,这可由反证法

得到证明.即若 urj (0) = 0 ,则由 A pφj =λjφj可知以

下方程成立 :

λ2
j u j + EI u rrrrj /ρ= 0 ; (29)

uj (0) = 0 , uj ( l) = 0 ,

urrj ( l) = 0 , urj (0) = 0 ; (30)

k1 urj (0) - k2 urrj (0) = 0 . (31)

　　容易验证 uj ( r) = 0 .由 v j ( r) =λj u j ( r) = 0可

知 ,当 urj (0) = 0时 ,φj = 0 .这与φj是本征函数相矛

盾 ,因此 urj (0) ≠0 . 由于 v rj (0) =λj u rj (0) ,显然

v rj (0) ≠0 .由式 (28) 容易得到

y tr ( t ,0) = ∑
j

c j e
λ

j t v rj (0) = 0 . (32)

　　由于 v rj (0) ≠0 ,由文献[6 ]可知 cj = 0 ,系统

(24) ～ (27) 仅有零解.由 LaSalle不变集原理可知

以下定理成立 :

定理 3　闭环系统 (15) ～ (17) 是渐近稳定的.

综合定理1和定理3 ,给出本文的主要结果如

图 2　数值仿真结果
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下 :

定理 4　对于受约束单连杆柔性臂系统 (1) ～

(5) ,在不确定参数和外部干扰满足假设 1 的条件

下 ,当变结构控制器设计为式 (14) 时 ,闭环系统是

渐近稳定的.

5　数值仿真结果
　　在数值仿真中 ,系统参数选择 l = 0 . 7 m ,ρ =

0 . 6 kg/ m , EI = 10 . 4 N·m2 , J = 3 . 7 kg/ m , N g =

1 ;系统未建模动态和外部干扰为τd = 0 . 15 ×

sin (1 . 8 t) ; 控制器参数选择 a1 = 0 . 9 , a2 = 4 , a3 =

0 . 2 , k1 = 2 . 6 , k2 = 0 . 68 ,η= 0 . 8 ;系统的初始角度

和初始力均选为 0 ;期望力 f d = 2 . 5 N .系统在 20 s

内的仿真结果如图 2所示.其中 :实线为本文的控制

策略 ,虚线为文献[10 ]提出的控制策略.

由图 2 的仿真结果可以看出 ,本文提出的控制

策略 ,能使受约束柔性臂系统在存在模型不确定性

和外部干扰的情况下得到镇定 ,系统的关节角和力

渐近收敛到期望值 ,并使柔性臂的振动得到抑制.这

表明本文提出的变结构控制策略是有效的.与文献

[10 ]提出的控制策略相比 ,本文的控制策略解决了

系统存在参数不确定性和外部干扰的鲁棒控制问

题 ,因而更有实用价值.

6　结 　　论
　　本文提出一种新的基于分布参数模型的柔性臂

变结构力控制方法 ,避免了传统的基于集中参数模

型所带来的弊端 ,解决了系统存在参数不确定性和

外部干扰下的镇定问题.通过在传统滑模面中增加

一项柔性臂的根部应变值 ,使系统的位置和力渐近

收敛 ,并使振动得到抑制.理论分析和数值仿真验证

了所提出的控制策略.本文的控制策略结构简单 ,便

于工程实现.
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