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一种改进的鲁棒约束预测控制器的综合设计方法

郑鹏远 , 席裕庚 , 李德伟
(上海交通大学 自动化研究所 , 上海 200240)

摘　要 : 针对多包描述的不确定系统 ,提出一种新的鲁棒约束预测控制器.离线设计多包系统 worst2case情况下性

能最优的不变集 ,在线求解多包系统无穷时域性能指标的 min2max优化问题.设计方法采用了时变的终端约束集 ,

扩大了初始可行域 ,并能获得较优的控制性能.仿真结果验证了该方法的有效性.
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Abstract : An improved method of synthesizing const rained robust model predictive controller for systems with

polytopic description is proposed. It off2line const ruct s invariant set s guaranteeing the optimal performance cost for

the worst2case , and on2line solves the min2max optimization problem with infinite horizon performance cost . Adopting

the time varying terminal const raint set , the initial feasible region can be enlarged and better performance is also

achieved. Simulation examples show the effectiveness of the proposed approach.
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1　引　　言
　　模型预测控制 (MPC)是上世纪 70 年代发展起

来的一种先进控制方法. 它对模型的要求低 ,鲁棒

性能好 ,可以方便处理约束 ,因而在实际工业过程中

得到了广泛应用.

鲁棒预测控制已成为预测控制研究的热点之

一. 文献[1 ]指出了约束预测控制稳定性分析中的 3

个要素 : 终端约束集、终端代价函数和局部控制律.

利用这 3个要素 ,预测控制的稳定性问题得到了广

泛的研究. [ 2 ]采用 L MI方法求解无穷时域二次性

能指标的 min2max优化问题 ,但需要在线求解多参

数 L MI优化问题 ,当系统维数较高时 ,该算法在线

计算量较大 ,不利于实际应用. 为了解决这一问题 ,

研究者们相继提出了一些改进的设计方法[328 ] . [ 32
5 ]离线确定一系列线性状态反馈控制律及其相对应

的椭圆不变集 ,在线选择当前状态所处的最小椭圆

不变集所对应的控制律 ,使在线计算量大为减小.

[628 ]采用离线设计、在线综合的方法设计预测控制

器. [ 8 ]给出一种在线计算量较低的可行方法 ,通过

在离线设计的不变集外附加自由引导变量 ,进一步

扩大了初始可行域并改善了控制性能 ,但其变时域

控制过程始终选取固定的终端约束集 ,而在当前状

态进入约束集后 ,其无穷时域控制输入固定为单一

的状态反馈形式 ,缺乏自由度进一步改进控制性能 ;

且在设计中 ,所采用的多包不确定系统的标称系统

一般情况下是未知的.

为更好地解决预测控制器初始可行域与控制性

能之间的矛盾 ,且使其对于标称系统未知的控制系

统也具有适用性 ,本文提出一种鲁棒约束预测控制

器 ,其终端约束集自初始时刻起即为时变的 ,不但可
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有较大的初始可行域 ,而且能获得更优的控制性能.

2　问题描述
　　考虑时变/不确定系统

x ( k + 1) = A ( k) x ( k) + B ( k) u( k) . (1)

其中 : x ∈Rn 和 u ∈Rm 分别为系统状态和控制输

入 ; [ A ( k) , B ( k) ] ∈Ω,Ω = Co{ [ A 1 , B1 ] , [ A 2 , B2 ] ,

⋯, [ A L , B L ]} .输入约束为

| uj ( k + i) | ≤uj , max ,

i ≥0 , j = 1 ,2 , ⋯, m. (2a)

状态约束为

| Ψs x ( k + i + 1) | ≤ψs , max ,

i ≥0 , s = 1 ,2 , ⋯, q. (2b)

　　通常 ,无穷时域预测控制的在线优化问题可表

示为

min
u( k+i| k) , i≡0

max
[ A ( k+ i) , B ( k+i) ]∈Ω, i≥0

J ∞ ( k) ,

J ∞ ( k) = ∑
∞

i = 0
[ ‖x ( k + i | k) ‖2

L +

　　　　‖u( k + i | k) ‖2
R ] ,

s. t . (1) , (2) . (3)

其中 L和 R为正定加权矩阵.

为了有效地求解上述优化问题 ,文献 [2 ] 引入

控制不变集设计鲁棒控制器 ,将优化问题 (3) 转化

为如下 L MI求解问题 :

算法 1[2 ]

min
　γ, Q , Y , X
γ,

s. t .
1 x ( k | k) T

x ( k | k) Q
≥0 ; (4)

Q QA T
l + Y T B T

l QL 1/ 2 Y T R1/ 2

A l Q + B l Y Q 0 0

L 1/ 2 Q 0 γI 0

R1/ 2 Y 0 0 γI

≥0 ,

　　　　　　　l = 1 ,2 , ⋯, L ; (5)

X Y

Y T Q
≥0 , X j j ≤u2

j , max , j = 1 ,2 , ⋯, m ; (6)

Z Ψ( A l Q + B Y)

( A l Q + B Y) TΨT Q
≥0 ,

zss ≤ψ2
s , max , Ψ = [ΨT

1 　⋯　ΨT
q ]T ,

s = 1 ,2 , ⋯, q , l = 1 ,2 , ⋯, L . (7)

　　集合ε( Q) = { x ∈Rn | x T Q- 1 x ≤1 , Q > 0} 即

为系统 (1) 的椭圆不变集 ,其对应的反馈控制律为

u( k | k) = Fx ( k) , F = YQ - 1 .

对于高维系统 ,算法 1 在线计算量较大. 因此

文献[8 ]假设存在标称系统[ Â , B̂ ] ,采用离线设计、

在线综合的方法设计了鲁棒预测控制器 ,即如下算

法 :

算法 2[8 ] 　首先离线设计椭圆不变集ε( Q1 ) 和

ε( Q0 ) ,引入一给定半径的内切圆 ,要求ε( Q1 ) 覆盖

该内切圆 ,以保证系统的初始可行域 ;ε( Q0 ) 则对应

于系统无约束条件下的性能椭圆.

然后在线实施 ,以变时域控制驱动状态进入不

变集ε( Q1 ) .当控制时域缩减为 N = 0时 ,以ε( Q1 )

和ε( Q0 ) 的凸组合来优化当前时刻所对应的状态反

馈律 ,将系统状态驱动到不变集ε( Q0 ) .施加ε( Q0 )

所对应的状态反馈律 ,使系统状态趋近于平衡点.

注 1　文献[8 ]的离线设计和在线优化均以标

称系统存在为前提.对于多包系统而言 ,标称系统可

能并不存在 ,因此这种假设限制了该方法的应用.此

外 ,离线设计和在线优化还存在一定的保守性 :一是

由于事先无法知道该系统椭圆不变集的形状 ,引入

内切圆对椭圆不变集的短轴长度形成了不必要约

束 ,使整个设计较为保守 ;二是在线优化以固定不变

集作为终端约束集 ,造成控制性能得不到有效改善.

3　改进的鲁棒约束预测控制器
基于上节分析 ,本节从实际系统出发 ,提出一种

改进的离线设计和在线优化方法 ,在保持原有设计

优点的同时 ,减少保守性 ,改善系统性能.

设计不变集ε( Q) ,可通过对其对应的性能指标

上界赋值来保证初始可行域. 即令

γ = c , (8)

分别设计多包系统 worst2case情况下性能最优的椭

圆不变集ε( QINI) 和ε( Q0 ) . 其中 :ε( QINI) 包含

ε( Q0 ) ,决定了系统初始可行域的大小 ;ε( Q0 ) 用于

改善系统的控制性能.

3 . 1　离线设计

Step1 : 设计椭圆不变集ε( QINI) .为取得较大的

初始可行域 ,要求设计的ε( QINI) 能覆盖较大范围 ,

与其相对应的性能指标上界γ应取较大的数值.

选取 c1 ,其值由系统要求的初始可行域大小决

定.求解下列优化问题 :

max
Q , X , Y

log det ( Q) , s. t . (5) ～ (8) .

得到 (γINI , QINI , X INI , Y INI) .

Step2 : 求解系统无输入约束时的最优控制律.

任取 c2 ,求解下列优化问题 :

max
Q , Y

log det ( Q) , s. t . (5) , (8) .

得到 (γOPT , QOPT , YOPT ) . FOPT = YOPT Q- 1
OPT 即为系统

无输入约束时的最优控制律.

Step3 : 设计椭圆不变集ε( Q0 ) ,使有约束优化

问题所对应的反馈控制律 F0 是无输入约束时的最

优控制律 FOPT ,且其覆盖最大范围. 这时的约束反

馈控制律便为无约束最优控制律 ,即

1401
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F0 = Y0 Q- 1
0 = YOPT Q- 1

OPT = FOPT .

令β> 0 ,γ0 = BγOPT , Q0 =βQOPT , Y0 =βYOPT ,求解

下列优化问题 :

max
β, X

log det ( Q) , s. t . (5) ～ (7) .

得到 (γ0 , Q0 , X0 , Y0 ) .

注 2　以上离线设计ε( QINI) 时 ,首先给定不变

集的性能指标上界值 ;然后在保证性能指标的条件

下 ,求得能覆盖最大范围的椭圆不变集. 而文献[8 ]

中ε( Q1 ) 的设计 ,是在给定椭圆不变集内切圆半径

的前提下 ,寻求性能指标的优化. 设计ε( QINI) 和
ε( Q1 ) 的本意是扩大系统的初始可行域 ,因此本文

作法显得更为合理. 此外 ,由于减少了对椭圆不变

集短轴的约束条件 ,ε( QINI) 的设计比文献 [8 ] 中
ε( Q1 ) 引入内切圆的方法降低了保守性.

3 . 2　在线综合

对于不确定系统 (1) ,可得到系统的状态预测

x ( k + 1 | k)

…

x ( k + N | k)

=

A ( k)

…

A ( k + N - 1) ⋯ A ( k + 1) A ( k)

x ( k) +

B ( k) 0 ⋯ 0

… …

… 0

A ( k + N - 1) ⋯ ⋯ B ( k + N - 1)

×

u( k | k)

…

u( k + N - 1 | k)

.

上式可改写为

�x ( k + 1)

x ( k + N)
=

�A ( k)

�A N ( k)
x ( k) +

�B ( k)

�B N ( k)
�u ( k) ,

(9)

其中

�x ( k + 1) =

[ x ( k + 1 | k) T , ⋯, x ( k + N - 1 | k) T ]T .

由式 (1) 和 (9) ,系统矩阵[ �A ( k) , �B ( k) ]为一系列顶

点的凸组合 , 其顶点数为 �L = L N - 1 . [ �A N ( k) ,

�B N ( k) ] 作为终端状态 x ( k + N) 的系统矩阵 ,为一

系列顶点的凸组合 ,其顶点数为 �L N = L N .即

[ �A ( k) , �B ( k) ] = ∑
�L

�l = 1

ξ�l ( k) [ �A�l , �B�l ] ,

∑
�L

�l
ξ�l ( k) = 1 , �l = 1 ,2 , ⋯, �L ;

[ �A N ( k) , �B N ( k) ] = ∑
�L N

�l N = 1

θ�l N
( k) [ �A N ,�l N

, �B N ,�l N
] ,

∑
�L N

�l N = 1

θ�l N
( k) = 1 , �l N = 1 ,2 , ⋯, �L N .

在控制时域 N 内 ,输入约束为

| uj ( k + i | k) | ≤uj , max ,

0 ≤ i ≤N - 1 , j = 1 ,2 , ⋯, m. (10a)

式 (9) 代入式 (2b) ,可得状态约束

| �Ψ[ �A�l x ( k) + �B�l �u ( k) ] | ≤�ψ, �l = 1 ,2 , ⋯, �L ;

(10b)

| Ψs [ �A N ,�l N
x ( k) + �B N ,�l N

�u ( k) ] ≤ψs , max ,

s = 1 ,2 , ⋯, q , �l N = 1 ,2 , ⋯, �L N . (10c)

其中 : �Ψ是由Ψ组成的相应维数的块对角阵 , �ψ是由
ψ组成的相应维数的列向量 ,Ψ = [ΨT

1 , ⋯,ΨT
q ]T ,ψ

= [ψ1 , max , ⋯,ψq, max ]T .

对于离线设计得到的不变集ε( QINI) 和ε( Q0 ) ,

容易得出ε( a1 QINI + a2 Q0 ) 仍为系统的不变集. 以

ε( a1 QINI + a2 Q0 ) 作为终端约束 ,即

1 x ( k) T �A T
N ,�l N

+ �u( k) T �B T
N ,�l N

�A N ,�l N
x ( k) + �B N ,�l N

�u ( k) a1 QINI + a2 Q0

≥0 ,

�l N = 1 ,2 , ⋯, �L N , 0 ≤a1 ≤1 ,

0 ≤a2 ≤1 , a1 + a2 ≤1 . (11)

可将优化问题 (3) 转化为

min
�u( k)

max
[ A ( k+ i) , B ( k+ i) ]∈Ω, i≥0

�J ( k) ,

�J ( k) =

‖x ( k) ‖2
L + ‖�A ( k) x ( k) + �B ( k) �u ( k) ‖2

�L +

‖�u ( k) ‖2
�R + ‖�A N ( k) x ( k) + �B N ( k) �u ( k) ‖2

P ,

s. t . (10) , (11) . (12)

其中 : P3 =γ3 ( Q 3 ) - 1 , Q 3 = a1 QINI + a2 Q0 ,γ3 =

( a1γINI + a2γ0 ) ; �L和 �R分别是由L和 R组成的相应

维数的块对角阵.

由于ε( Q 3 ) =ε( a1 QINI + a2 Q0 ) 仍为系统的不

变集 ,则由不变集理论得

‖�A N ( k) x ( k) + �B N ( k) �u ( k) ‖2
P 3 ≤a1γINI + a2γ0 .

令

‖�A ( k) x ( k) + �B ( k) �u ( k) ‖2
�L + ‖�u ( k) ‖

2

�R ≤b.

即
�L - 1 0 �A�l x ( k) + �B�l�u ( k)

0 �R - 1 �u( k)

x ( k) T �A
T
�l + �u( k) T �B

T

�l �u ( k) T b

≥0 ,

�l = 1 ,2 , ⋯, �L . (13)

从而优化问题 (12) 可化为

min
a1 , a2 , b, �u( k)
‖x ( k) ‖2

L + b + a1γINI + a2γ0 ,

s. t . (10) , (11) , (13) . (14)

　　综合上述离线设计和在线综合 ,给出如下鲁棒

预测控制器 :
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算法 3　离线构造 (γINI , QINI , X INI , Y INI) 和 (γ0 ,

Q0 , X0 , Y0 ) .在 k = 0时刻 ,求解在线优化问题 (14) ,

应用 u(0 | 0) . 当 k > 0时 ,采取如下步骤 :

Step1 : 当 N > 1时 ,减小控制时域 ,令 N∶= N

- 1 . 求解优化问题 (14) ,应用 u( k | k) .

Step2 : 当 N = 1时 ,求解优化问题 (14) ,应用

u( k | k) . 重复 Step2 ,直至系统稳定到平衡点为止.

注 3　该预测控制器综合考虑了多包系统的所

有顶点 ,离线设计 worst2case 情况下性能最优的椭

圆不变集 ,对于标称系统未知情形也适用 ,应用范围

更为广泛. 在线实施时 ,其终端约束集随系统状态

进行优化 ,并在当前状态进入约束集ε( QINI) 后 ,取

控制时域 N = 1 ,其控制输入始终存在一自由引导

变量 u( k | k) ,因此有效地改善了系统的控制性能.

注 4　L MI可通过内点法有效地进行求解 ,其

计算量为 O( RS 3 ) [9 ] .其中 : R是L MI的行数 , S是优

化变量数. 算法 3的计算量比算法 2略有增加 ,但却

取得了更优的控制性能.

4　稳定性分析
　　定理 1　对于受控系统 (1) ,如果算法 3在初始

时刻有可行解 ,则算法 3 所设计的鲁棒预测控制器

可使该系统渐近稳定.

证明 　设 k 时刻存在可行解 a 3
1 , a3

2 和 b3 ,

�u 3 ( k) = { u 3 ( k | k) , ⋯, u 3 ( k + N - 1 | k) } ,使系

统终端状态 x ( k + N | k) <ε( a3
1 QINI + a3

2 Q0 ) .在 k

+ 1时刻 ,控制量 u3 ( k | k) 已实施于系统 ,控制时域

N ∶= N - 1 .取剩下的 N - 1个控制量 �u ( k + 1) =

( u3 ( k + 1 | k) , ⋯, u3 ( k + N - 1 | k) } ,以及 a3
1 , a3

2 ,

b = b3 - x ( k + 1 | k) TL x ( k + 1 | k) - u3 ( k |

k) T Ru 3 ( k | k) 作为一组解 ,则式 (10) , (11) 和 (13)

仍得到满足 ,因此这组解是 k + 1时刻的可行解.

当控制时域递减为 N = 1时 ,即由变时域控制

切换为固定时域 ( N = 1) 控制. 设 k时刻控制时域

已递减为 N = 1 , u 3 ( k | k) , a3
1 , a3

2 和 b3 为 k时刻

的可行解 ,则与其相对应的性能指标为

�J 3 ( k) = ‖x 3 ( k | k) ‖2
L + ‖u3 ( k | k) ‖2

R +

‖x 3 ( k + 1 | k) ‖2
P 3 .

其中 : P3 =γ3 ( Q 3 ) - 1 , Q 3 = a3
1 QINI + a3

2 Q0 ,γ3 =

( a3
1γINI + a3

2γ0 ) .

由于[ A ( k) , B ( k) ] ∈Ω,总能找到一系列 c1 ,

c2 , ⋯, cL ,∑
L

l = 1
cl = 1 , cl ≥0 ,使其满足[ A ( k) , B ( k) ]

= ∑
L

l = 1
cl [ A l , B l ].在 k + 1时刻 ,有

x ( k + 1 | k + 1) = ∑
L

l = 1
cl x l ( k + 1 | k) ,

x l ( k + 1 | k) = A l x ( k) + B l u
3 ( k | k) ,

l = 1 ,2 , ⋯, L .

　　进而可构造 u( k + 1 | k + 1) , a3
1 , a3

2 , b =

‖u
→

max ‖2
R 作为 k + 1时刻的一组解. 其中

　u( k + 1 | k + 1) = F( k) x ( k + 1 | k + 1) . (15)

式中

F( k) = Y 3 ( Q 3 ) - 1 , Y 3 = a3
1 Y INI + a3

0 Y0 ,

Q 3 = a3
1 QINI + a3

2 Q0 ,

u
→

max = [ u1 , max , ⋯, uj , max , ⋯, um , max ]T .

　　由于 x ( k + 1 | k + 1) ∈ε( a3
1 QINI + a3

2 Q0 ) ,在

状态反馈 (15) 下 , x ( k + 2 | k + 1) ∈ε( a3
1 QINI +

a3
2 Q0 ) ,即仍满足式 (11) . 在控制时域 N = 1时 ,式

(13) 可简化为 ‖u( k) ‖2
R ≤b.结合式 (2) 可知 , b =

‖u
→

max ‖2
R 一定能满足条件 (13) . 因此 u( k + 1 | k +

1) , a3
1 , a3

2 和 b是 k + 1 时刻优化问题 (14) 的可行

解 ,其相对应的性能指标为

�J ( k + 1) =

‖x ( k + 1 | k + 1) ‖2
L + ‖u( k + 1 | k +

1) ‖2
R + ‖x ( k + 2 | k + 1) ‖2

P 3 =

‖x 3 ( k + 1 | k) ‖2
L + ‖u3 ( k + 1 | k) ‖2

R +

‖x 3 ( k + 2 | k) ‖2
P 3 .

　　由文献[2 ]知 ,对于任何 [ A ( k + i) , B ( k + i) ]

∈Ω( i ≥ 0) , 以固定的状态反馈 F( k + i) =

Y 3 ( Q 3 ) - 1 ( i ≥0) ,则满足

‖x 3 ( k + 2 | k) ‖2
P 3 - ‖x 3 ( k + 1 | k) ‖2

P 3 +

‖x 3 ( k + 1 | k) ‖2
L + ‖u3 ( k + 1 | k) ‖2

R ≤0 .

因此

�J ( k + 1) - �J 3 ( k) ≤

- ‖x 3 ( k | k) ‖2
L - ‖u3 ( k | k) ‖2

R < 0 ,

�J 3 ( k + 1) ≤�J ( k + 1) < �J 3 ( k) .

　　因为 Lyap unov函数递减 ,所以设计的鲁棒预

测控制器可镇定系统 (1) ,使闭环系统渐近稳定. □

5　仿真验证
　　下面通过仿真验证控制算法的有效性.采用文

献[6 ]中的参考系统

Ûx1

Ûx2

Ûx3

Ûx4

=

0 0 1 0

0 0 0 1

- k/ m1 k/ m1 0 0

k/ m2 - k/ m2 0 0

×

x1

x2

x3

x4

+

0

0

1/ m1

0

u.

　　参数选取为 : m1 = m2 = 1 ,0 . 5 ≤k ≤1 . 2 ,输
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入约束为 | u | ≤1 . L = diag (1 ,1 ,1 ,1) , R = 0 . 1 ,采

样时间为 0 . 1 s ,初始状态 x (0) = [0 ,0 ,1 ,1 ]T .

选取一系列结构参数值 k (0 . 5 ≤ k ≤1 . 2) ,分

别对算法 1～算法 3进行仿真 ,得到的控制性能值

见表 1 (标称系统取 k = 1 , N = 2) . r1 = 0 . 609是满

足算法 2 可行的最小值 ,在此取 r1 = 0 . 609 ; c1 =

2 987是满足算法 3 可行的最小值 , 在此取 c1 =

3 000 .

表 1　不同结构参数 k和不同算法得到的性能指标

结构参数 算法 1 算法 2 算法 3

1 + 0 . 2e - 0. 5 tcos (10 t) 793 4 851 275

1 793 4 851 275

1 . 2 744 4 624 222

0 . 5 1 174 6 331 709

　　选取 k = 1 + 0 . 2e - 0 . 5 tcos (10 t) , c1 = 3 000 , N =

2 ,对算法 3仿真得到闭环状态轨迹如图 1所示.

图 1　闭环状态轨迹

图 1表明 ,本文设计的控制器是一种稳定且有

效的约束预测控制器. 由表 1可知 ,相比算法 1和算

法 2 ,算法 3取得了更优的控制性能.

6　结 　　论
　　本文针对多包描述的不确定性系统 ,采用离线

设计、在线综合的方法 ,设计了一种改进的鲁棒约束

预测控制器. 该设计方法减少了以往文献设计方法

的保守性 ,具有更大的适用范围 ,且一般能得到更优

的控制效果. 仿真算例验证了本文设计方法的有效

性.
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