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线性时变参数系统切换 H∞输出反馈控制
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(南京理工大学 自动化学院 , 南京 210094)

摘　要 : 考虑时变参数系统的切换 H∞控制问题.提出了由参数触发的切换策略 ,由此在最小驻留时间的限制下 ,将

线性时变参数系统分解为若干具有范数有界不确定性的子系统.利用多 L yapunov函数方法分别设计各子系统的输

出动态反馈控制器 ,使在切换策略驱动下构成的闭环系统满足 H∞控制性能.仿真算例完整地实现了理论方法 ,并验

证了其有效性.

关键词 : 时变参数系统 ; 切换控制 ; 输出动态反馈 ; 线性矩阵不等式

中图分类号 : TP273　　　　文献标识码 : A
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Abstract : This paper concerns with the switching control of linear parameter2varying systems with the optimization of

H∞ performance. The parameter2driven switching st rategy with the minimum dwell time is presented , through which

the linear parameter2varying system is described by a family of subsystems with a norm2bounded uncertainty. Then

multiple Lyapunov functions design method is exploited to const ruct the output compensator for each subsystem

respectively. All the compensators are orchest rated alternatively by the switching st rategy to make the closed2loop

system stabilized with H∞ performance achieved. A numerical example is worked out in detail to demonst rate the

proposed method.

Key words : Linear parameter2varying systems ; Switching control ; Output dynamical feedback ; Linear matrix

inequality

1　引　　言
　　时变参数系统用于刻画对象随时间演化或环境

改变而发生的变化 ,其参数可以线性或非线性形式

出现于系统.这种系统模型具有较为广泛的描述能

力 ,因而成为研究的热点之一.

增益规划是时变参数系统研究的经典方

法[1 ,2 ] ,它要求在被控对象与反馈控制之间 ,参数在

任意时刻是严格对应的.这类条件可归结为无穷维

优化问题 ,因此难以求解[3 ,4 ] ;而且参数通常描述的

是客观因素对系统模型的影响 ,将其引入控制器设

计也不方便.根据参数大范围变化的特点 ,自然的考

虑是通过切换控制[ 5 ,6 ] .由于未引入鲁棒设计的思

想 ,现有的切换控制方法仍未摆脱控制器与模型之

间参数严格对应的缺陷.

切换控制系统的一些基本理论已发展得较为成

熟[7 ] .本文在此基础上 ,建立了时变参数系统的多

L yap unov函数设计方法 ,给出了由时变参数触发的

切换控制 ,以满足给定的 H∞性能指标.

2　时变参数系统的切换控制策略
　　时变参数η∈[α,β] < R满足 | Ûη( t) | <ρ,ρ>

0 .时变参数线性系统描述为

Σ(η) :

Ûx ( t) =

A (η( t) ) x ( t) + B w w ( t) + B (η( t) ) u( t) ,

z ( t) = C1 x ( t) + Du ( t) ,

y ( t) = C2 x ( t) , t ≥0 .

(1)
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其中 : x ∈Rn , u ∈Rm , z ∈Rq和 y ∈Rh分别为系统

状态、控制输入、受控输出和量测输出 ; w (·) ∈

L p
2 [0 , + ∞) 为干扰输入 ; A , B , B w , C1 , C2 和 D为适

当维数矩阵.

假设 1　系统矩阵{ A , B} 关于时变参数η为已

知的连续函数.

假设 2　时变参数随时间连续变化 ,其变化率

的上确界已知.

假设 3　时变参数是可实时测量的.

时变参数系统切换 H∞控制的目的是 :给定干

扰抑制水平γ > 0 ,将系统 (1) 划分为相对独立的若

干子系统 ,分别设计其输出动态反馈控制器 ,并制定

反馈控制的切换策略 ,以满足 :1) 若 w ( t) ≡0 , t ≥

0 ,则整个系统指数稳定 ;2) 若初始状态为零 ,则

∫
∞

0
| z ( t) | 2 d t <γ2∫

∞

0
| w ( t) | 2 d t ,

w (·) ∈L p
2 [0 , ∞) \ { 0} .

　　对于给定的常数δ> 0 ,取连通紧集[α,β]由左

至右依次编号的有限开区间覆盖族

{Πi | [α,β] < ∪
N

i = 1

Πi ,Πi ⁄ Πi - 1 ∪Πi+1 ,

i = 2 ,3 , ⋯, N - 1}
N

i = 1 , (2)

其上的标称系统Σi ( i = 1 ,2 , ⋯, N) 分别定义为

ϖηi ∈Πi , A i ∶= A (ηi ) , B i ∶= B (ηi ) . (3)

使参数取值于相应的开区间时 ,满足有界性条件

‖A (η) - A i ‖≤δ, ‖B (η) - B i ‖≤δ,

Πη∈Πi , i = 1 ,2 , ⋯, N . (4)

由此 ,系统 (1) 可分解为如下若干不确定子系统

Σi (Δ) :

Ûx ( t) = ( A i +Δ( t) ) x ( t) + B w w ( t) +

( B i +Δ( t) J ) u( t) . (5)

其中 : ‖Δ‖≤δ, J′∶= [ Im 　0 ( n- m) ×m ].

重叠区域Γi+1
i ∶=Πi ∩Πi+1 满足Γi

i- 1 ∩Γi+1
i =

<, i = 2 ,3 , ⋯, N - 1 .设{ 5i+1
i ,5i

i+1 } N - 1
i = 1 分别为重叠区

域{Γi+1
i } N

i = 1 的左右边界. 由此设计子系统 (5) 的反

馈控制 ,由时变参数依次触发 ,如图 1所示.

图 1　时变参数系统切换控制的建模机理

切换策略定义为

s ( t) =
i + 1 ,η( t- ) = 5i

i+1 ;

i - 1 ,η( t- ) = 5i
i - 1 ;

s ( t- ) = i , t ≥0 . (6)

给定时变参数的变化率 ,依据式 (6) 可知 ,开覆盖之

间的重叠部分决定了切换信号的最小驻留时间 TD ∶

=ρ- 1 l ,其中

l∶= min
1≤i≤N - 1

{ 5i+1
i - 5 i

i+1 } . (7)

　　注 1　最小驻留时间表征了时变参数在开覆盖

重叠区域附近以最快速度反复振荡时 ,切换信号变

化的剧烈程度.若子系统承受较小的不确定性 ,则要

求切换控制信号的变化较为剧烈 ;若切换控制信号

的变化较为平缓 ,则要求子系统承受较大的不确定

性.即两个物理量δ与 T D 是相互制约的.

3　切换控制系统 H∞性能分析
　　切换系统的机理及其性能分析是实现时变参

数系统切换控制的理论基础.为此在较为一般的条

件下考虑其 H∞控制性能.

考虑下列不确定子系统Σi (Δ) :

　
Ûξ( t) = [ A i + H iΔ( t) Ei ]ξ( t) + B wi w ( t) ,

z ( t) = Ciξ( t) , t ≥0 , i = 1 ,2 , ⋯, N .
(8a)

在切换序列

{ ( t0 = 0 ,π(0) ) , ⋯, ( tk ,π( k) ) ,

⋯, | inf
k≥1

( tk - tk- 1 ) ≥ TD } (8b)

驱动下构成的切换系统. 其中 : Δ( t) 元素为

Lebesgue可测函数 ,满足 ‖Δ‖≤δ; TD > 0为最小

驻留时间 ; tk 和π( k) 分别为切换时刻及相应的切换

序列取值.

定理 1　设μ > 0 ,χ≥1 ,满足 lnχ =μT D .对

于给定的γ > 0 ,如果存在对称矩阵 Pi > 0 ,满足下

列线性矩阵不等式 :

Γi +Γ′i 3 3 3 3
B′wi P i - γI p 3 3 3

Ci 0 - γI q 3 3
δH′i P i 0 0 - δI n 3
δE i 0 0 0 - δI n

< 0 ,

　　　　　i = 1 ,2 , ⋯, N ; (9)

Pi ≤χP j , i , j = 1 ,2 , ⋯, N . (10)

则切换系统 (8) 满足 H∞性能 ,其中

Γi ∶= Pi A i +
μ
2

Pi , i = 1 ,2 , ⋯, N .

　　证明 　构造子系统 L yap unov函数 V i ( x) =

x′P i x , i = 1 ,2 , ⋯, N .根据不等式 (9) 可推得

| z ( t) | 2 - γ2 | w ( t) | 2 + ÛV i (ξ( t) ) ≤

ξ′( t) [ A′i P i + Pi A i +γ- 2 PiB wi B′wi P i +

6401



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 9 期 丛 屾等 : 线性时变参数系统切换 H∞输出反馈控制 　 　 　

δP i H i H′i P i +δE′i E i + C′i C i ]ξ( t) ≤

- μV i (ξ( t) ) .

设 ; (τ) ∶=γ2 | w (τ) | 2 - | z (τ) | 2 ,由此即得

ÛV i ( t) ≤- μV i ( t) +γ2 | w ( t) | 2 - | z ( t) | 2 .

(11)

　　对于 t ∈[ tk , tk+1 ] , k ≥0 ,根据式 (11) 可得

Vπ( k) ( t) ≤e -μ( t- tk
)
Vπ( k) ( tk ) +∫

t

tk

e -μ( t-τ) ; (τ) dτ.

(12)

进而由式 (10) 得到如下递推关系 :

Vπ( i) ( ti ) ≤χVπ( i- 1) ( t-
i ) , 1 ≤ i ≤k. (13)

依据式 (12) 和 (13) ,参照文献 [8 ]的证明过程即可

证得. □

注 2　不同于定理 1的一般情形 ,在时变参数

系统的切换控制中 ,切换逻辑比较简单 ,即只在相邻

子系统之间进行切换.

4　输出切换反馈控制设计
　　根据时变参数系统建模原则 ,相应子系统Σi的

一般形式为

Ûx ( t) = [ A i + H iΔ( t) Ei ] x ( t) + B wi w ( t) +

　　　 [ B i + H iΔ( t) Fi ] u( t) ,

z ( t) = Ci1 x ( t) + D i u ( t) ,

y ( t) = Ci2 x ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, N .

(14a)

时变参数触发的切换控制满足

{ ( t0 = 0 ,π(0) ) , ⋯, ( tk ,π( k) ) ,

⋯, | inf
k≥1

( tk - tk- 1 ) ≥ TD } , (14b)

其中最小驻留时间 TD 由式 (7) 确定.

注 3　参照式 (1) 和 (5) ,可知对于所考虑问题 ,

有 ‖Δ‖<δ, B wi = B w , Ci1 = C1 , Ci2 = C2 , D i = D ,

H i = Ei = In , Fi = J .

通过子系统输出动态反馈控制

Σic :
x̂
·

( t) = Â i x̂ ( t) + B̂ i y ( t) ,

u( t) = Ĉi x̂ ( t) + D̂ i y ( t) .
(15)

得到闭环子系统

Σicl (Δ) :
Ûξ( t) = [ �A i + �H iΔ�Ei ]ξ( t) + �B wi w ( t) ,

z ( t) = �Ciξ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, N .

(16)

其中 :ξ′∶= [ x′　̂x′] ,各项系数矩阵如下 :

�A i =
A i + B i D̂ i C i2 B i Ĉ i

B̂ i C i2 Â i

,

�B wi =
B wi

0
, �C′i =

C′i1 + C′i2 D̂′i D′i

Ĉ′i D′i
,

�H i =
H i

0
, �E′i =

E′i + C′i2 D̂′i F′i

Ĉ′i F′i
.

　　利用多 Lyap unov函数设计方法并结合变量代

换[9 ] ,求解输出动态反馈控制.为此 ,引入参数集

Φ∶= { Y ∈Rn×n} ∪{ X i , R i ∈Rn×n ,

U i ∈Rm×n ,V i ∈Rn×h , W i ∈Rm×h} N
i = 1 ,

(17)

其中 X i > 0和 Y > 0为对称矩阵.

定理 2　如果形如式 (17) 的参数集Φ满足下列

线性矩阵不等式 :

Πi (Φ) +Π′i (Φ) 3 3 3 3
�B′wi (Φ) - γI p 3 3 3
�Ci (Φ) 0 - γI q 3 3
δ�H′i (Φ) 0 0 - δI n 3
δ�E i (Φ) 0 0 0 - δI n

< 0 ,

　　　　　　　i = 1 ,2 , ⋯, N ; (18)

χ�Q i (Φ) �Q i+1 (Φ)

�Q i+1 (Φ) �Q i+1 (Φ)
> 0 ,

χ�Q i+1 (Φ) �Q i (Φ)

�Q i (Φ) �Q i (Φ)
> 0 ,

i = 1 ,2 , ⋯, N - 1 . (19)

则存在输出动态反馈控制 (15) ,使闭环系统 (16) 在

切换策略 (6) 驱动下满足 H∞性能.其中各项分别为

Πi (Φ) = �A i (Φ) +
μ
2

�Q i (Φ) , �Qi (Φ) =
X i I n

In Y
,

�A i (Φ) =
A i X i + B i U i A i + B i W i C i2

R i YA i + V i C i2

,

�B wi (Φ) =
B wi

YB wi

, �C′i (Φ) =
X′i C′i1 + U′i D′i

C′i1 + C′i2 W′i D′i
,

�H i (Φ) =
H i

Y H i

, �E′i (Φ) =
X i E′i + U′i F′i

E′i + C′i2 W′i F′i
.

　　证明 　设 Zi = X i - Y - 1 ,构造参数化控制器

Â i (Φ) = ( - B i W i C i2 X i + B i U i + Y - 1 V i C i2 X i -

　　 　　Y - 1 R i Z - 1
i + A i X i ) Z- 1

i ,

B̂ i (Φ) = B i W i - Y - 1 V i ,

Ĉi (Φ) = - Ci2 X i Z - 1
i , D̂ i (Φ) = W i .

构造相应的 L yap unov函数矩阵

P- 1
i (Φ) = Qi (Φ) =

X i Z i

Zi Z i

. (20)

由此得到参数化的闭环系统系数矩阵

�A i (Φ) =

A i + B i W i C i2 ( - B i W i C i2 X i + B i U i ) Z- 1
i

B i W i C i2 - Y - 1 V i C i2

( - B i W i C i2 X i + B i U i -

Y - 1 R i - Y - 1 V i C i2 X i + A i X i ) Z- 1
i

,

(21a)

�B′wi (Φ) = [ B′wi 　0 ] , (21b)

�Ci (Φ) = [ Ci1 　( - D i W i C i2 X i + D i U i ) Z- 1
i ] , (21c)
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�Ei (Φ) =

[ Ei + Fi W i C i2 　( - Fi W i C i2 X i + Fi U i ) Z- 1
i ].

(21d)

　　根据定理 1 ,只要证明参数化 Lyap unov 函数

(20) 和系数矩阵 (21) 满足矩阵不等式 (9) 和 (10)

即可.设 S (Φ) ∶=
In Y

0 - Y
,构造非奇异变换矩阵

　T i (Φ) ∶= diag{ Qi (Φ) S (Φ) 　I p 　Iq 　In 　In} .

　　将参数化L yap unov函数 (20) 和系统系数矩阵

(21) 代入式 (9) ,经过相似变换可知其等价于
�Γi (Φ) + �Γ′i (Φ) 3 3 3 3
�B′wi (Φ) S i (Φ) - γI p 3 3 3

�Ci (Φ) Qi (Φ) S i (Φ) 0 - γI q 3 3
δ�H′i S i (Φ) 0 0 - δI n 3
δ�E i (Φ) Qi (Φ) S i (Φ) 0 0 0 - δI n

< 0 ,

i ∈{ 1 ,2 , ⋯, N} . (22)

其中

�Γi (Φ) ∶= S′(Φ) [ �A i (Φ) Qi (Φ) +
μ
2

Qi (Φ) ] S (Φ) .

分别计算其中各项 ,得到

S′(Φ) �A i (Φ) Qi (Φ) S (Φ) = �A i (Φ) ,

S′(Φ) �B wi (Φ) = �B wi (Φ) ,

S′(Φ) �H i (Φ) = �H i (Φ) ,

�Ci (Φ) Qi (Φ) S (Φ) = �Ci (Φ) ,

�Ei (Φ) Qi (Φ) S (Φ) = �Ei (Φ) .

因此不等式 (18) 与 (9) 是等价的.

依据切换逻辑的顺序性和 Schur 引理 ,不等式

(10) 可改写成

χQ i (Φ) Qi (Φ)

Qi (Φ) Qi+1 (Φ)
> 0 ,

χQ i+1 (Φ) Qi+1 (Φ)

Qi+1 (Φ) Qi (Φ)
> 0 ,

i = 1 ,2 , ⋯, N - 1 . (23)

上式包含了参数化 Lyap unov函数矩阵 (20) 的正定

性. 构 造 非 奇 异 变 换 矩 阵 T (Φ) ∶ =

diag{ S (Φ) 　S (Φ) } ,经过相似变换 ,由式 (23) 可知

T′(Φ)
χQ i (Φ) Qi (Φ)

Qi (Φ) Qi+1 (Φ)
T (Φ) =

χ�Q i (Φ) �Q i+1 (Φ)

�Q i+1 (Φ) �Q i+1 (Φ)
.

因此不等式 (23) 与 (19) 是等价的.

由此证明了在切换策略 (6) 驱动下 ,通过输出

动态反馈控制器 (15) ,实现闭环控制的时变参数系

统 (1) 满足 H∞性能指标. □

注 4　由于 L yap unov函数与控制器通过一组

参数实现参数化 ,L yap unov函数之间的耦合关系导

致控制器的设计并不是相互独立的.

5　仿真分析
　　对于时变参数系统 (1) ,设参数取值于 [0 ,1 ] ,

其变化率 | Ûη| ≤1 . 25 ,系统矩阵为

A (η) = (1 - η)
- 1 1

1 2
+η

1 - 1

- 2 - 1
,

B (η) = (1 - η)
- 2

1
+η

- 2

2
,

B w =
0

- 1
, C1 = C2 =

1

- 2

′
, D = 0 .

开覆盖划分为

Π1 ∶[0 , 0 . 5 ] ,Π2 ∶[0 . 25 , 0 . 75 ] ,Π3 ∶[0 . 5 , 1 ].

相应的标称子系统分别取值为

η1 = 0 . 25 ,η2 = 0 . 5 ,η3 = 0 . 75 ,

A 1 =
- 0 . 5 0 . 5

0 . 25 1 . 25
, B1 =

- 2

1 . 25
,

A 2 =
0 0

- 0 . 5 0 . 5
, B2 =

- 2

1 . 5
,

A 3 =
0 . 5 - 0 . 5

- 1 . 25 - 0 . 25
, B3 =

- 2

1 . 75
.

计算可知 ,子系统不确定性的上确界满足δ≤1 . 06 .

依据式 (7) 得到最小驻留时间 TD ≥0 . 2 .在不

等式 (18) 中取定μ = 0 . 2 ,由此解得输出动态反馈

控制的增益矩阵分别为

D̂1 Ĉ1

B̂ 1 Â 1

=

0 . 052 - 1 . 490 - 4 . 745

- 0 . 712 3 . 056 8 . 680

- 1 . 051 - 0 . 30 - 6 . 335

,

D̂2 Ĉ2

B̂ 2 Â 2

=

0 . 094 0 . 142 - 0 . 481

0 . 12 - 0 . 609 1 . 590

- 0 . 407 0 . 275 - 1 . 328

,

D̂3 Ĉ3

B̂ 3 Â 3

=

0 . 180 0 . 570 - 0 . 067

0 . 537 - 1 . 593 1 . 500

- 0 . 206 0 . 233 - 1 . 481

.

当干扰输入恒为零时 ,在切换控制作用下 ,闭环系统

状态轨迹如图 2所示.

图 2　切换控制驱动下闭环系统状态轨线

(下转第 1054页)
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6　结　　论
　　时变参数系统切换控制方式易于实现 ,具有较

好的鲁棒性和实时性 ,且可承受一定的切换延迟 ,而

不影响整个系统的性能.然而 ,相对于具有自学习特

征的控制方式 ,比如自适应控制 ,本文方法不具备智

能化的特征 ,结论也偏于保守.这些问题有待于进一

步研究.
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