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摘　要 : 提出一种新的直接模型参考 Backstepping 自适应控制系统结构.该系统在直接模型参考自适应控制

(MRAC)结构的基础上 ,增加了 Backstepping控制信号发生器 ,通过 Backstepping方法的灵活设计获得良好的过渡

过程品质 ,得到直接 MRAC在稳定性和鲁棒性设计等方面的优点.采用高阶调节器设计了未具规范化的直接模型参

考 Backstepping自适应律 ,克服了传统自适应律引入规范化信号后使系统过渡过程品质下降的缺点.
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Abstract : A new direct model reference backstepping adaptive control scheme for linear time invariant plant s is

proposed in this paper. A new controller st ructure is designed based on the conventional direct model reference

adaptive control ( MRAC) with an additional outer2loop that p roduces backstepping signals , and the backstepping

control scheme is proposed with Morse’s high2order tuner instead of the t raditional normalized signal. In comparison

with classical direct MRAC scheme , the method can improve the t racking performance significantly.
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1　引　　言
　　早期的自适应方案基于确定性、等价性原则和

增广误差信号 ,为了稳定性分析的需要 ,不得不引入

规范化信号 ,由此产生的问题是跟踪误差的过渡过

程品质难以令人满意.近年来 ,寻求具有非规范化信

号的自适应控制方案成为控制领域的研究方向之

一. Krstic 等提出的 Backstepping 控制方案[1 ,2 ]放

弃了确定性、等价性原则 ,从而改善了系统跟踪误差

的收敛速度.这一优点使得近年来 Backstepping方

法倍受关注 ,并成功地推广到对象高频增益符号未

知、时变被控对象等情形和多变量系统.在实际工程

方面 ,国内外均有大量有关 Backstepping方法的应

用报道[3 ] .

现有的线性 Backstepping 方案也存在某些不

足 ,主要是控制信号过于复杂和高度非线性 ,系统结

构类似于间接自适应控制 ,当存在外干扰和未建模

动态时 ,鲁棒性不理想等[4 ] .特别是鲁棒性问题 ,一

直成为自适应控制的研究热点之一.

自上世纪 80年代以来 ,人们取得了一些较为典

型的研究成果 ,具体表现在以下几方面 :为实现对有

界干扰的鲁棒性 ,文献[ 5 ,6 ]要求参考信号是持续激

励的 ;为克服未建模动态 ,[7 ,8 ]引入了死区方法 ;当

未建模动态和有界干扰同时存在时 ,[ 9211 ]提出了σ

修正和规范化信号方法 ; [ 12 ,13 ]提出的变结构模型

参考自适应控制 (VSMRAC) ,放弃了传统的参数自

适应律 ,采用变结构控制来克服外界干扰和未建模

动态等的影响 ; [ 14 ,15 ]提出的模型参考鲁棒控制

(MRRC) ,同样在 MRAC的基础上放弃了参数自适

应律 ,通过引入界定函数获得良好的鲁棒性和过渡

过程品质.

分析和比较文献 [ 5215 ]不难发现 ,较好的鲁棒

性结果大多建立在直接模型参考控制方式的基础
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上 ,基于间接方式的则相对较少.这是因为直接方式

比间接方式对稳定性和收敛性的分析更容易[16 ] .自

然的想法是 :提出一种基于传统直接 MRAC构架的

Backstepping控制方案 ,将 Backstepping 控制与直

接 MRAC控制相结合 ,二者取长补短.

作者在文献[ 17 ,18 ]中提出一种采用变结构方

法的直接 Backstepping控制方案 ,通过对关键信号

构造监控函数 ,在此基础上提出一种控制信号切换

律 ,获得了良好的过渡过程.然而 ,变结构方法要求

估计参数误差和扰动的上界已知 ,这显然比采用自

适应律的自适应控制方法增加了不少假设.

为在自适应范围内同时获得良好的鲁棒性能和

过渡过程 ,本文提出一种新的直接模型参考

Backstepping自适应控制方法.与文献 [ 19 ]不同的

是 ,本文方法不仅放弃了传统自适应控制中的规范

化信号 ,而且采用高阶调节器[20 ]产生算法所需可调

参数的各阶导数 ,保证了整个闭环系统的稳定性 ,并

获得了较好的过渡过程特性.

2　系统结构与描述

图 1　直接模型参考 Backstepping

自适应控制系统结构

　　类似于文献[ 17 ] ,本文设计了图 1的DMRBAC

系统结构.可以看出 ,新控制器在传统直接 MRAC

结构的基础上 ,增加了一个 Backstepping 控制器

(见图 2) .通过将被控系统拆分为 n3 个相对阶为 1

的子系统 ,Backstepping控制信号发生器将产生 n3

个辅助误差信号 e0 , e1 , ⋯, en 3 - 1 ,以及 n3 个中间控

制信号 v0 , v1 , ⋯, vn 3 - 1 . 这些信号不仅用来决定调

参律 ,而且对于实现控制目标、改善系统过渡过程品

质将起到关键作用.

考虑满足自适应控制基本假设[16 ]的 SISO线性

系统

y = Gp ( s) [ u] = kp A p ( s) / B p ( s) [ u].

其中 : y和 u为输出和输入信号 , A p ( s) 和 B p ( s) 分别

为 m阶和 n阶的首一多项式 , kp为高频增益.给定渐

图 2　Backstepping控制信号发生器

近稳定的参考模型

y m = Gm ( s) [ r] = km / B m ( s) [ r].

其中 : r为任意分段连续且一致有界的参考输入 ,

B m ( s) 为 n3 : = n - m阶的首一 Hurwitz多项式.设

计控制律 u的目的是使跟踪误差 e∶= y - ym具有良

好的过渡过程品质 ,并保证闭环系统所有信号有界.

由文献[16 ]知 ,跟踪误差 e可写成

e =
kp

k m
Gm ( s) [ u - ωTθ3 ]. (1)

其中向量ω定义为

ωT = [ωT
1 ,ωT

2 , y , r] ∈R2 n , (2)

式中ω1 ,ω2 ∈Rn- 1 由如下输入输出滤波器产生 :

Ûω1 = A 0ω1 + B0 u ,ω1 (0) = 0 ;

Ûω2 = A 0ω2 + B0 y ,ω2 (0) = 0 .
(3)

其中 : A 0 ∈R
( n- 1) ×( n- 1)

, B0 ∈Rn- 1 . A 0 为 Hurwitz矩

阵 ,且 ( A 0 , B0 ) 为可控对. 2 n维常向量

θ3 ∶= [θ3
1 ,θ3

2 , ⋯,θ3
2 n ] , (4)

在不计初始条件的情况下 ,满足

y = Gp ( s) [ωTθ3 ] = y m .

这里仅讨论 n3 > 1的情形 ,故引入 n3 - 1阶多项式

L (s) = ∏
n 3 - 1

i = 1
l i ( s) , l i ( s) = ( s +αi ) ,αi > 0 .

其中αi 为设计参数 ,使得 Gm ( s) L ( s) 的相对阶为 1 .

为简化分析 ,令

L ( s)
B m ( s)

=
1

s +α0
,

则式 (1) 可写成

e =

kp

k m
Gm ( s) L ( s) [ L - 1 ( s) [ u] - L - 1 ( s) [ωTθ3 ] ] =

k p

s +α0
[ L - 1 ( s) [ u] - �ωTθ3 ] , (5)

其中

�ω = L - 1 ( s) [ω]. (6)

取

u = L (s) [ �ωTθ̂] + vn 3 - 1 . (7)

其中 :θ̂∈R2 n为θ3 的估计值 , vn 3 - 1为Backstepping

信号的最后一步.令θ
～

=θ̂- θ3 ,则式 (5) 可写成
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e =
k p

s +α0
[ �ωTθ
～

+ L - 1 ( s) [ vn 3 - 1 ] ]. (8)

3　Backstepping控制律设计
　　第 1步 　按图 2构造增广信号

y a =
1

s +α0
[ k̂ p ( L - 1 ( s) [ vn 3 - 1 ] - v0 ) ]. (9)

定义辅助误差信号

e0 ∶= e - y a . (10)

令

k
～

p ∶= k̂ p - k p , f = v0 - L - 1 ( s) [ vn 3 - 1 ] ,

则有

e0 =
1

s +α0
[ kp�ωTθ

～
+ k
～

p f + kp v0 ] ,

即

Ûe0 = - α0 e0 + k p�ωTθ
～

+ k
～

p f + kp v0 . (11)

　　定义 p∶= 1/ k p , p
～
∶= p̂ - p ,其中 p̂为 p的估

计值.取控制信号

v0 = - λ0 p̂e0 , (12)

式 (12) 代入式 (11) ,并注意到 kpλ0 p̂e0 = kpλ0 p
～

e0 +

λ0 e ,则有

Ûe0 = - (α0 +λ0 ) e0 +ξ0 { k p�ωTθ
～

+

k
～

p f + kp p
～

h} . (13)

其中

ξ0 ∶= 1 , h∶= - λ0 e0 . (14)

Backstepping控制仅考虑 n3 > 1时的问题 ,因此直

接进行第 2步.

第 2步 　构造一阶系统

Ûe1 = - α1 e1 + Ûv0 +α1 v0 - v1 .

根据式 (12) ,将Ûv0 代入上式 ,并结合式 (13) ,有

Ûe1 =

- α1 e1 +ξ1 { k p�ωTθ
～

+ k
～

p f + kp �p h} +

5v0

5 p̂
p̂
·

-
5v0

5e0
(α0 +λ0 ) e0 +α1 v0

β1

- v1 . (15)

其中

ξ1 ∶=
5v0

5e0
ξ0 , (16)

β1一般用来表示该步骤中一些已知项.根据式 (15) ,

不难取

v1 =λ1 e1 +
5v0

5 p̂
τp1 +β1 , (17)

则

Ûe1 = - (α1 +λ1 ) e1 +ξ1 { kpθ
～T �ω+

�k p f + k p �p h} +
5v0

5 p̂
( p̂
·

- τp1 ) . (18)

　　第 i步 (2 < i ≤n3 - 1) 　由第 1步和第 2步 ,

控制信号可表示为

vi - 1 = v i- 1 ( e0 , ⋯, ei - 1 , p̂) . (19)

构造一阶系统

Ûei = - αie i + Ûv i- 1 +αi v i- 1 - v i =

- αie i + ∑
i- 1

j = 0

5v i- 1

5ej
Ûe j +

5v i- 1

5 p̂
p̂
·

+βi - vi , (20)

其中βi 一般表示步骤中某些可测量的项.令

ξi = ∑
i - 1

j = 0

5vi - 1

5ej
ξj ,

其中ξ0 和ξ1 如式 (14) 和 (16) .定义

τki = - (∑
i

j = 0

ξj e j ) f ,τpi = - (∑
i

j = 0

ξj e j ) h ,

τp( j +1 , i) ∶= - ∑
i

k = j +1

(ξke k ) h , i > j .

则有τpi =τpj +τ( j +1 , i) .再令

w1 ∶=
5v0

5 p̂
, w i ∶=

5v i- 1

5 p̂
+ ∑

i - 1

j = 1

5vi - 1

5ej
w j .

此时若取

vi =

λie i +
5 vi - 1

5 p̂
τpi + ∑

i - 1

j = 1

5vi - 1

5ej
w jτp( j +1 , i) -

(∑
i- 1

j = 1
w j e j )ξi h +βi , (21)

则有

Ûei =

- (αi +λi ) ei +ξi { kp�ωTθ
～

+ k
～

p f +

kp p
～

h} + w i ( p̂
·

- τpi ) + (∑
i- 1

j = 1
w j e j )ξi h. (22)

　　第 n3 步 　综合式 (11) , (18) 和 (22) ,可将误差

方程写成如下的紧凑形式 :

E
·

= A e E +ξ( k p�ωTθ
～

+ k
～

p f + kp �p h) .

其中

E∶= [ e0 , e1 , ⋯, en 3 - 1 ]T ,

ξ∶= [ξ0 ,ξ1 , ⋯,ξn 3 - 1 ]T .

A e =

- (α0 +λ0 ) 0 ⋯ 0

0 - (α1 +λ1 ) ⋯ - w1ξn 3 - 1 h

0 w1ξ2 h ⋯ - w2ξn 3 - 1 h

… … ω …

0 w1ξn 3 - 1 h ⋯ - (αn 3 - 1 +λn 3 - 1 )

.

(23)

在Backstepping的最后一步 ,采用如下高阶调节器 :
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ψ̂
·

k = - �ωkξT E ,

Ûηk = (1 +μ�ωT �ω) ( Aηk + bψ̂k ) ,

θ̂k = cTηk .

(24)

其中 :�ωk为式 (6) 中 �ω的第 k个分量 ,μ> 0为设计常

数 , ( cT , A , b) 为 L (0) / L ( s) 的 n3 - 1阶最小实现 , k

= 1 ,2 , ⋯,2 n.取辅助向量

z k =ηk + A - 1 bψ̂k ∈Rn 3 - 1 ,

并令正定矩阵 P满足 A T P + PA = - 2 I.引入ψ
～

k =

ψ̂k - θ3
k ,其中θ3

k 由式 (4) 定义. 注意到 cT A - 1 b =

- 1 , 则整个误差模型可写成

E
·

=

A e E +ξk p∑
2 n

k = 1
�ωkψ
～

k +ξk p∑
2 n

k = 1
�ωkc

T z k +

ξk
～

p f +ξk p p
～

h ,

Ûz k = (1 +μ�ωT �ω) A z k - A - 1 b�ωkξT E ,

ψ
～·

k = - �ωkξT E.

(25)

定义 L yap unov函数

V =
1
2

ET E +
1
2

k
～2

p +
1
2

kp p
～2 +

1
2 ∑

2 n

k = 1

z T
k Pz k +

k p

2 ∑
2 n

k = 1

ψ
～2

k ( t) , (26)

则

V
·

=

ET A e E + k pξT E∑
2 n

k = 1
�ωkψ
～

k +

kpξT E∑
2 n

k = 1
�ωkc

T z k + k
～

p ( k̂
·

p +ξT Ef ) +

kp p
～

( p̂
·

+ξT Eh) - ∑
2 n

k = 1

(1 +μ�ωT �ω) | z k | 2 -

∑
2 n

k = 1

z T
k PA - 1 b�ωkξT E - kpξT E∑

2 n

k = 1

�ωkψ
～

k ( t) .

取

k̂
·

p =τk( n 3 - 1) = - ξT Ef ,

p̂
·

=τp( n 3 - 1) = - ξT Eh.
(27)

注意到式 (23) 中 A e 的斜对称矩阵性质 ,有

V
·

=

- ∑
n 3 - 1

i = 0

(αi +λi ) e2
i + kpξT E∑

2 n

k = 1
�ωkc

T z k -

∑
2 n

k = 1
z2

k - μ∑
2 n

k = 1
�ω2

k z 2
k - ∑

2 n

k = 1
z T

k PA - 1 b�ωkξT E.

若选择正常数λ3 ,α′i ,λ′i ( j = 0 ,1 , ⋯, n3 - 1) ,满足

αi +λi =λ3 +α′i +λ′i ,则有

　　V
·
≤

- ∑
n 3 - 1

i = 0

(α′i +λ′i ) e2
i - ∑

2 n

k = 1
z2

k - ∑
2 n

k = 0
[
λ3

2 n
| E | 2 -

|ξ| ( k p | c | +| PA - 1 b | ) | �ω| k | z k | | E | +

μ�ω2
k z 2

k ] .

进而取

μ >
n

2λ3 |ξ| 2 ( kp | c | +| PA - 1 b | ) 2 ,

便可得到

V
·
≤- ∑

n 3 - 1

i = 0

(α′i +λ′i ) e2
i - ∑

2 n

k = 1
z2

k . (28)

4　控制器分析
　　定理 1　设由式 (25) 给定的系统满足自适应

控制的基本假设 ,控制信号由式 (7) 给出 ,其中θ̂及

其各阶导数和 v n 3 - 1分别由Backstepping算法 (20) ,

(21) 和高阶调节器 (24) 得到. 则跟踪误差 e满足

lim
t→∞

e( t) = 0 ,且闭环系统所有信号一致有界.

证明 　由式 (28) 知 V
·
≤0 .考虑到 V ≥0 ,可知

V 非增 ,且由式 (26) 知

ei ( i = 0 , ⋯, n3 - 1) ∈L ∞ ,

k̂ p , p̂ , ψ̂i ( t) , z i ( t) ∈L ∞. (29)

特别地 ,由于 V (0) ≥V ( ∞) ,对于 i = 0 ,1 , ⋯, n3 -

1 ,由式 (28) 有

lim
t→∞∫

t

0
(α′i +λ′i ) e2

i (τ) dτ=

(α′i +λ′i )∫
∞

0
e2

i (τ) dτ≤

∫
∞

0
- V
·

(τ) dτ= V (0) - V ( ∞) ,

故 ei ∈L 2 .根据 Barbalat 引理[16 ] ,有

lim
t→∞

ei ( t) = 0 . (30)

结合式 (9) , (10) , (18) 和 (22) ,可得到系统误差 e和

ei 间的关系

e =

e0 +
1

s +α0
[ k̂ p ( L - 1 ( s) [ vn 3 - 1 ] - v0 ) ] =

e0 - ∑
n 3 - 1

i = 1

1
s +α0

[ k̂ pΩ- 1
i- 1 ( s) [ ei ] ] , (31)

其中Ω- 1
j ( s) ∶= ∏

i

j = 1
l - 1

j ( s) ,且Ω- 1
0 ( s) ∶= 1 .式 (30)

和 (31) 蕴涵 e , y ∈L ∞ , lim
t→∞

e( t) = 0 .

进一步证明系统中其余信号的有界性. 由式

(29) 并考虑式 (12) , (17) , (19) 和 (21) ,用递推的方

法可得到ξi , vi ,τpi ,
5v i

5e0
,

5v i

5e1
, ⋯,

5v i

5ei
,

5v i

5 p̂
, w i , Ûv i ∈

L ∞ , i = 0 ,1 , ⋯, n3 - 1 .于是 ,式 (27) 中 p̂
·

∈L ∞.再
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由 vn 3 - 1 有界和 h的定义 (14) ,可得到 k̂
·

p 的有界性 ,

从而由式 (22) 可知Ûei 有界.同理可证式 (24) 中ηk ,

Ûηk ,θ̂
·

∈L ∞.此外 ,由式 (3) 可知

L - 1 ( s) [ω1 ] = L - 1 ( s) ( sI - A 0 ) - 1 B0 [ u] =

L - 1 ( s) ( sI - A 0 ) - 1 B0 G- 1
p ( s) [ y ].

因 Gp ( s) 最小相位 ,故 L - 1 ( s) ( sI - A 0 ) - 1 B0 G- 1
p ( s)

正则、稳定 ,因此 y ∈L ∞蕴涵 L - 1 ( s) [ω1 ]有界 ,从

而 �ω有界.将式 (8) 改写为

Ûy = Ûy m - α0 y +α0 ym +

kp�ωTθ
～

+ k pL - 1 ( s) [ vn 3 - 1 ] ,

可以推断 Ûy有界.再由 �ω的定义可得
�ω
·

= [ [ L - 1 ( s) ( sI - A 0 ) - 1 B0 G- 1
p ( s) [ Ûy ] ]T ,

[ L - 1 ( s) ( sI - A 0 ) - 1 B0 [ Ûy ] ]T ,

L - 1 ( s) [ Ûy ] , L - 1 ( s) [Ûr] ]T .

由此可得 �ω
·
有界.由θ̂

·

和 �ω
·
的有界性并结合式 (24) ,

注意到 cT A i- 1 b = 0 ( i = 1 ,2 , ⋯, n3 - 2) ,不难得到

θ̂( i) , y
( i) , �ω( i) ∈L ∞ , (32)

对于 1 ≤i ≤n3 - 1成立.最后 ,根据式 (7) 输入 u的

定义 ,考虑到式 (32) 和ω的定义 (2) ,可得到ω有界.

至此 ,便证明了闭环系统所有信号均有界. □

5　数值仿真
　　考虑如下相对阶为 2的被控对象 :

Gp ( s) = k p / ( s ( s - a) ) . (33)

其中 : kp = 1 , a = 3 假定未知. 分别采用经典直接

MRAC方法[16 ]、规范化 DMRBAC方法和本文基于

Morse高阶调节器的未规范化 DMRBAC方法进行

仿真比较.选取参考模型

M ( s) = 1/ ( s2 + 2s + 1) ,

参考输入 r = sin t ;根据式 (3) 取ω1 和ω2 的输入输

出滤波器参数 A 0 = - 5 , B0 = 1 ;取 L (s) = s + 1 .

采用经典直接 MRAC方案时 ,控制信号和跟踪

过程曲线如图 3和图 4所示.不难看出 ,尽管对象输

出 y最终能较好地跟踪模型的输出 y m ,但过渡过程

品质很差 ;此外 ,控制信号也出现了较大的幅值和振

动.

在相同条件下 ,采用规范化 DMRBAC方案进

行设计 ,控制信号和跟踪过程曲线如图 5 和图 6 所

示.不难看出 ,即使对式 (33) 参数未知的不稳定系

统 ,通过 Backstepping方法的灵活设计 ,DMRBAC

方案也能获得较好的过渡过程品质 ,控制信号的幅

值也得到了明显的降低.

采用本文的未规范化 DMRBAC方案在相同条

件下进行仿真 ,中间控制信号 v0和 v1分别如式 (12)

和 (21) 设计 ,调参律 k̂
·

p 和 p̂
·

由式 (27) 得到 ,调参律

θ̂和θ̂
·

由高阶调节器 (24) 产生.控制信号和跟踪过程

的仿真曲线如图 7和图 8 所示.该方案获得了良好

的过渡过程品质 ,对象输出 y在 3 s内以相当高的精

度跟踪参考模型的输出.与规范化方案相比 ,未规范

化 DMRBAC方案取得了更好的过渡过程品质和更

低的控制信号幅值.

图 3　经典方案控制信号

图 4　经典方案跟踪过程

图 5　规范化方案控制信号

图 6　规范化方案跟踪过程

比较上述 3种方法 ,从控制信号幅值和跟踪误

差的过渡过程品质看 ,未规范化 DMRBAC方案的

效果最好 ,规范化 DMRBAC方案次之 ,经典直接

MRAC方案最差.仿真结果显示了 Backstepping方

法在改善自适应系统过渡过程品质方面的优越性 ,

589



　 　 　控　　制　　与　　决　　策 第 23 卷

图 7　未规范化方案控制信号

图 8　未规范化方案跟踪过程

同时说明在放弃规范化调参律后 ,改善的效果更加

显著.

6　结 　　论
　　本文结合直接 MRAC控制、Backstepping算法

和高 阶 调 节 器 , 提 出 一 类 直 接 模 型 参 考

Backstepping自适应控制器结构和控制律设计方

法 ,并给出了稳定性证明.下一步工作将结合前人在

直接 MRAC鲁棒性设计中取得的优良成果 ,对直接

模型参考 Backstepping 自适应控制器的鲁棒性问

题作进一步研究.
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当 w ( k) 被看成一个具有单位谱密度的白噪声

信号 ,执行器故障矩阵 M = diag[0 . 8　0 . 9 ]时 ,闭

环系统的输出响应曲线如图 5所示.

经计算可得闭环系统的 H2 性能指标值 J ( K)

= 0 . 740 5 < J ( K) .即在执行器发生故障时 ,系统

仍满足约束条件 3) .

5　结 　　论
　　本文针对一类不确定性不满足匹配条件而只

有数值上界形式的随机离散线性系统 ,研究状态反

馈控制下的完整性设计问题.在连续型执行器故障

模型下 ,给出了具有相容指标约束的满意容错控制

器存在的充分条件 ,以及控制器的构造性设计方法.

所给结论保证了在相容指标约束下 ,对于任意容许

的不确定性以及执行器的故障 ,相应的闭环系统同

时满足区域极点指标、H∞扰动衰减指标和 H2 性能

指标约束.仿真实例验证了本文方法的有效性 ,并与

不考虑故障的系统相比较 ,进一步说明对系统进行

满意容错控制的必要性.
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