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具有极点约束的鲁棒 H2 / H∞满意容错控制

韩笑冬 , 谢德晓 , 王执铨
(南京理工大学 自动化学院 , 南京 210094)

摘　要 : 针对不确定性不满足匹配条件的随机线性离散系统 ,研究执行器发生故障时满意容错控制器的设计问题.

在更一般的连续型执行器故障模型下 ,所设计的控制器可保证闭环系统同时满足区域极点指标、H∞范数指标和 H2

性能指标约束.建立了 3类指标的相容性 ,并给出了相容指标约束下控制器存在的充分条件和设计步骤.仿真实例验

证了该方法的有效性 ,并通过与不考虑故障的系统进行比较 ,说明对系统进行满意容错控制的必要性.
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Abstract : For a class of stochastic linear discrete2time systems with two controlled output s and uncertainties which do

not satisfy matching conditions , the problem of satisfactory fault2tolerant controller design against actuator failures is

presented. Based on a more practical and general model of actuator continuous gain failures , the closed2loop systems

are guaranteed by the designed controller to meet the required const raint s on regional pole index , H∞ index and H2

performance index simultaneously. Meanwhile , the consistency of the performance indices mentioned earlier is also set

up for fault2tolerant control. Furthermore , sufficient conditions for the existence of satisfactory fault2tolerant

controller are given and the effective design steps with const raint s of consistent indices are provided. A simulation

example shows the effectiveness of the proposed method. Compared with the systems taking no account of failures ,

the necessity of such a satisfactory fault2tolerant control is proved further.
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1　引　　言
　　近年来 ,随着对系统可靠性要求的不断提高 ,容

错控制的研究得到了广泛重视.然而 ,大多数文献都

是针对系统发生传感器或执行器故障时的稳定性进

行设计 ,很少考虑系统故障前后的其他性能指

标[123 ] .在实际工程中 ,当系统发生故障后 ,人们不仅

希望系统继续安全稳定运行 ,而且能保持比较满意

的多项性能约束[ 4 ] .因此 ,研究多约束条件下的容错

控制系统具有重要的理论意义和应用价值.满意容

错控制 (SF TC)就是针对实际工程系统对可靠性和

控制性能要求日益提高的现状 ,在容错控制的研究

中融入满意控制的思想 ,使容错控制系统同时满足

多个性能指标的控制策略.

实际工程中 ,区域极点指标、H∞扰动衰减指标

和 H2 性能指标 ,是控制理论中 3 类重要的性能指

标.将系统的极点指标配置到期望的区域内 ,系统能

满足一定的动态性能. H2 / H∞控制不仅可使整个系

统获得良好的调节性能 ,而且能保持系统的鲁棒性.

文献[ 5 ,6 ]将极点配置技术与 H2 / H∞混合控制相

结合 ,但没有考虑系统发生故障的情况.以往的大部

分文献在研究鲁棒控制时 ,均假定系统的不确定性

满足强匹配条件[7211 ] ,但在实际工程中 ,系统的不确

定项往往只有数值界的形式.

本文针对具有两个不同被调输出且不确定性不
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满足强匹配条件的随机离散线性系统 ,研究其在执

行器发生故障时 ,满足区域极点指标、H∞扰动衰减

指标和 H2 性能指标约束的满意容错控制问题.在

连续型执行器故障模型下 ,利用线性矩阵不等式方

法 ,分析了 3类指标相容的取值范围 ,并在指标相容

的前提下 ,给出了多约束条件满意容错控制器存在

的充分条件和构造性设计方法.

2　问题描述
　　考虑由如下状态方程描述的不确定随机线性离

散系统 :

x ( k + 1) = ( A +ΔA) x ( k) + ( B +

　 　　　　ΔB) u( k) + B2 w ( k) ,

z0 ( k) = C0 x ( k) + D0 u( k) ,

z1 ( k) = C1 x ( k) + D1 u( k) .

(1)

其中 : x ( k) ∈Rn 是系统的状态向量 , u ( k) ∈Rm 是

控制输入 , w ( k) ∈R p 是外部扰动输入 , z0 ( k) ∈Rq

和 z1 ( k) ∈ R r 是被调输出 ; A , B , B2 , C0 , C1 , D0 和

D1 是描述名义系统模型的已知实常数矩阵 ;ΔA 和

ΔB是反映系统模型中参数不确定性的未知实矩阵.

在大多数文献中 ,均假设不确定性矩阵满足匹

配条件 [ΔA 　ΔB ] = EΣ( k) [ Fa 　Fb ]. 其中 : E , Fa

和 Fb为具有适当维数的已知矩阵 ;Σ( k) 为未知函

数矩阵 ,满足Σ( k) ∈Ω∶= {Σ( k) |ΣT ( k)Σ( k) ≤I ,

Πk} .但在实际系统中 ,系统的不确定项往往只有数

值界的形式.本文的不确定项不要求满足上述匹配

条件 ,只需用已知的数值进行界定.即 ‖ΔA ‖≤a ,

‖ΔB ‖≤b,其中 ‖·‖表示矩阵的谱范数.

控制器采用状态反馈形式

u( k) = Kx ( k) , (2)

其中 K为待求的状态反馈增益矩阵.

考虑到可能的执行器故障 ,定义执行器故障矩

阵[7 ,8 ]

M = diag ( m1 , m2 , ⋯, m p ) . (3)

其中 :0 ≤m i1 ≤m i ≤m iu , m il < 1 , m iu ≥1 , i = 1 ,

2 , ⋯, p.显然 ,当 m i = 0时 ,表示执行器第 i条通道

完全失效 ;当 m i = 1时 ,表示执行器第 i条通道正常

工作 ;当 0 ≤m il ≤m i ≤m iu , m il < 1 , m iu ≥1 , m i ≠

1时 ,表示执行器第 i条通道部分失效.

引进如下矩阵 :

M0 = diag ( m01 , m02 , ⋯, m0 p ) ,

L = diag ( l1 , l2 , ⋯, l p ) , J = diag ( j1 , j2 , ⋯, j p ) .

其中

m0 i =
m il + m iu

2
, l i =

m i - m0 i

m 0 i
,

j i =
m iu - m il

m iu + m il
, i = 1 ,2 , ⋯, p.

由此得到

M = M0 ( I + L) , | L | ≤J ≤ I. (4)

因此 ,包含执行器故障闭环系统的状态方程为

x ( k + 1) = �A c x ( k) + B2 w ( k) ,

z0 ( k) = C0c x ( k) , z1 ( k) = C1c x ( k) .
(5)

其中

�A c = A c +ΔA c , A c = A + BM K ,

ΔA c =ΔA +ΔBM K , C0c = C0 + D0 M K ,

C1c = C1 + D1 M K.

　　本文研究在极点约束下鲁棒 H2 / H∞满意容错

控制问题 ,即求解状态反馈控制 (2) ,使其对于所有

允许的参数不确定性 ,故障闭环系统 (5) 同时满足

下述期望性能指标 :

1) 对于可能的执行器故障 ,所有闭环极点均位

于圆盘Φ( q , r) ,它表示复平面上单位圆中心在 q +

j0 ,半径为 r的圆盘 ,其中 q和 r满足 | q | + r ≤1 ;

2) 当 w ( k) 被看成一个有限能量的扰动信号

时 ,从 w ( k) 到 z1 ( k) 的闭环传递函数 G( z) = C1c ( z I

- A c - ΔA c)
- 1 B2 满足

‖G( z) ‖∞ <γ, (6)

其中 ‖G( z) ‖∞ = sup
0≤ω≤2π
σmax [ G(ejw ) ] ,σmax [·]表示

矩阵的最大奇异值 ;

3) 当 w ( k) 被看成一个具有单位谱密度的白噪

声信号时 ,要求指标

J ( K) = sup
F

lim
t→∞

E{ z T
0 ( k) z0 ( k) } ≤�J ( K) . (7)

其中 :�J ( K) 是一个确定的常数 ,表示闭环系统 H2

性能指标值的上界 ; E{·} 表示矩阵的期望算子.

如果 �A c 是渐近稳定的 ,则 J ( K) 可表示成

J ( K) = sup
F

t race{ B T
2 P
～

B2 } . (8)

其中 P
～

= P
～ T ≥0是由如下离散时间L yap unov方程

确定的矩阵 :

�A T
c P
～

�A c - P
～

+ CT
0c C0c = 0 . (9)

3　主要结果
　　引理 1[9 ] 　实常数矩阵 A的所有特征值均位于

圆盘 Φ( q , r) 内 , 当且仅当如下变量 P 的离散

L yap unov矩阵不等式有正定解矩阵 :

( A - qI ) T P( A - qI) - r2 P < 0 .

　　引理 2[10 ] 　存在控制增益 K ,使故障闭环系统

(5) 满足约束条件 1) 的充分必要条件是 :实变量γ

> 0 ,矩阵变量 P = PT > 0 , K的如下矩阵不等式组

有可行解 :

γ2 I - B T
2 PB 2 > 0 ,

A T
cr PA cr - P +βA T

c PB 2 (γ2 I -

B T
2 PB 2 ) - 1 B T

2 PA c +βCT
1c C1c < 0 .

(10)

889
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其中 :A cr = ( A c - qI ) / r ,β= (1 - | q| ) / r2 .如果 ( P ,

K) 是上述不等式组的任一可行解 ,则反馈控制增益

K相应的闭环系统 ‖G( z) ‖∞ <γ.

利用矩阵变换和 Schur补性质 ,可得引理2的线

性矩阵不等式形式如下 :

定理 1　考虑故障闭环系统 (5) ,存在控制增益

K ,满足约束条件 1) 的充分必要条件是 :实变量γ>

0 ,εi > 0 ( i = 1～ 9) ,矩阵变量 X = X T > 0 , Y的如

下线性矩阵不等式有可行解 :

Σ11 0 ( A X + B Y) T 0 Σ13

3 - β- 1
1 γ2 I B T

2 B T
2 0

3 3 Σ12 0 0

3 3 3 - β2 X 0

3 3 3 3 Σ14

< 0 .

(11)

其中
β1 = 1 - | q | ,β2 = (β- 1

1 - 1) - 1 ,

Σ11 =

- q[ A X + B Y + ( A X + B Y) T +

ε1 BJ B T +ε2 aI +ε3 bI +ε4 bI ] + ( q2 - r2 ) X ,

Σ12 =

- X +ε5 aI +ε6 BJ B T +ε7 bJ +ε8 bJ ,

Σ13 = [ ( C1 X + D1 Y) T , Y T , X , Y T ,

　　　Y T , X , Y T , Y T , Y T , Y T ] ,

Σ14 =

diag[ - β- 1
1 I +ε9 D1 J D T

1 , -ε1 J - 1 ,

-ε2 I , -ε3 I , -ε4 J - 1 , -ε5 I ,

-ε6 J - 1 , -ε7 J - 1 , -ε8 J - 1 , -ε9 J - 1 ].

矩阵中 3 表示由矩阵的对称性得到的矩阵块.如果
( X , Y ,εi ,γ) ( i = 1～ 9) 是上述不等式的任一可行
解 ,则反馈控制增益 K = M - 1

0 Y X - 1 必使闭环系统
(5) 满足约束条件 1) ,且 ‖G( z) ‖∞ <γ.

证明 　由引理 2可知 ,闭环系统 (5) 满足约束

条件 1) 的充分必要条件是矩阵不等式 (10) 有可行

解.利用矩阵的 Schur补性质 ,式 (10) 等价于

A 11 +β1 CT
1c C1c A T

c PB 2

3 - β- 1
1 (γ2 I - B T

2 PB 2 )
< 0 ,

其中

A 11 = A T
c PA c - qPA c - qA T

c P + ( q2 - r2 ) P.

令 X = P- 1 ,再次利用矩阵的 Schur补性质 ,可得

A 12 0 XA T
c 0 XCT

1c

3 - β- 1
1 γ2 I B T

2 B T
2 0

3 3 - X 0 0

3 3 3 - β2 X 0

3 3 3 3 - β- 1
1 I

< 0 ,

(12)

其中

A 12 = - qA c X - qX A T
c + ( q2 - r2 ) X .

令 Y = M0 KX , 对于任意满足 ‖ΔA ‖ ≤ a 和

‖ΔB ‖≤b的不确定性 ,有下述不等式成立 :

- qA c X - qX A T
c ≤

- q[ A X + B Y + ( A X + B Y) T +

ε1 BJ B T +ε- 1
1 Y T J Y +ε2 aI +ε- 1

2 X +

ε3 bI +ε- 1
3 Y T Y +ε4 bI +ε- 1

4 Y T J Y ] , (13)

0 XΔA T 0

ΔA X 0 0

0 0 0

≤

ε5

0 0 0

0 aI 0

0 0 0

+ε- 1
5

X

0

0

[ X 　0　0 ] × (14)

0 ( BM 0 L K X ) T 0

BM 0 L K X 0 0

0 0 0

≤

ε6

0 0 0

0 BJ B T 0

0 0 0

+ε- 1
6

Y T

0

0

J [ Y 　0　0 ] , (15)

0 (ΔBM 0 KX ) T 0

ΔBM 0 KX 0 0

0 0 0

≤

ε7

0 0 0

0 bJ 0

0 0 0

+ε- 1
7

Y T

0

0

J [ Y 　0　0 ] , (16)

0 (ΔBM 0 L K X ) T 0

ΔBM 0 L K X 0 0

0 0 0

≤

ε8

0 0 0

0 bJ 0

0 0 0

+ε- 1
8

Y T

0

0

J [ Y 　0　0 ] , (17)

0 (ΔD1 M0 L K X ) T 0

D1 M0 L K X 0 0

0 0 0

≤

ε9

0 0 0

0 D1 J D T
1 0

0 0 0

+ε- 1
9

Y T

0

0

J [ Y 　0　0 ].

(18)

式 (13) ～ (18) 代入式 (12) ,即得线性矩阵不等式

(11) . □

引理 2在极点可配置的基础上融入了 H∞指标

约束 ,进一步扩展其包含的指标集约束 ,有以下结

论 :

引理 3　存在控制增益 K ,使故障闭环系统 (5)

989
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满足约束条件 1) 的充分必要条件是 :实变量γ> 0 ,

α> 0 ,矩阵变量 P = PT > 0 , K的如下矩阵不等式

组有可行解 :

γ2α- 1 I - B T
2 PB 2 > 0 ,

A T
cr PA cr - P +βA T

c PB 2 (γ2α- 1 I -

B T
2 PB 2 ) - 1 B T

2 PA c +α- 1βCT
1c C1c + CT

0c C0c < 0 .

(19)

其中 :A cr = ( A c - qI ) / r ,β= (1 - | q| ) / r2 .如果 ( P ,

K) 是上述不等式组的任一可行解 ,则反馈控制增益

K相应的闭环系统 ‖G( z) ‖∞ <γ,0 ≤ P
～
≤ P.其

中 P
～

= P
～ T ≥0是 Lyap unov方程 (9) 的解矩阵.

证明 　1) 充分性.记

V =βA T
c PB 2 (γ2α- 1 I - B T

2 PB 2 ) - 1 B T
2 PA c +

α- 1βCT
1c C1c ,

则 V ≥0 .对于正定矩阵 CT
0c C0c ,从式 (19) 可推出如

下矩阵不等式成立 :

A T
cr PA cr - P < 0 . (20)

因此对于所有的摄动 ,由离散L yap unov判据可知闭

环系统满足约束条件 1) .

2) 必要性.如果闭环系统 (5) 状态反馈极点可

配置 ,由离散 Lyap unov判据可知 ,变量 P的矩阵不

等式 (20) 必有可行解 ,则存在充分大的正常数λ >

0 ,使得下式成立 :

λ( A T
cr PA cr - P) +βCT

1c C1c +δI < 0 .

固定 P1 =λP ,显然存在充分大的正数γ0 ,当γ>γ0

时 ,使得

βA T
c P1 B2 (γ2 I - B T

2 P1 B2 ) - 1 B T
2 P1 A c <δI .

综合前式 ,可得

A T
cr P1 A cr - P1 +βA T

c P1 B2 (γ2 I -

B T
2 P1 B2 ) - 1 B T

2 P1 A c +βCT
1c C1c < 0 .

则存在常数α > 0 ,使得

A T
cr P1 A cr - P1 +βA T

c P1 B2 (γ2 I -

B T
2 P1 B2 ) - 1 B T

2 P1 A c +βCT
1c C1c +αCT

0c C0c < 0 .

上式两边分别乘以正常数α- 1 ,并记 P2 =α- 1 P1 ,则

P2 是矩阵不等式组 (19) 的一个可行解.由此得证定

理的第一部分.

进而假定矩阵不等式组 (19) 有一个对称正定

解矩阵 P ,由前面的证明可知式 (20) 成立 ,进一步可

得

A T
cr PA cr - P +βA T

c PB 2 (γ2 I -

B T
2 PB 2 ) - 1 B T

2 PA T
c +βCT

1c C1c < 0 .

根据引理 1 ,可知闭环系统 ‖G( z) ‖∞ <γ,并且

A T
c PA c - P + CT

0c C0c < 0 . (21)

式 (21) 减式 (9) ,可得

A T
c ( P - P

～
) A c - ( P - P

～
) < 0 .

由 L yap unov稳定性理论可得 P - P
～
≥0 ,即 P

～
≤

P. □

定理 2　考虑故障闭环系统 (5) ,存在控制增益

K ,满足约束条件 1) 的充分必要条件是 :实变量α>

0 ,εi > 0 ( i = 1～ 10) ,矩阵变量 X = X T > 0 , Y的

如下线性矩阵不等式有可行解 :

Σ21 0 ( A X + B Y) T 0 Σ23

3 - αβ- 1
1 γ2 I αB T

2 αB T
2 0

3 3 Σ22 0 0

3 3 3 - β2 X 0

3 3 3 3 Σ24

< 0 .

(22)

其中

β1 = 1 - | q | ,β2 = (β- 1
1 - 1) - 1 ,

Σ21 =

- q[ A X + B Y + ( A X + B Y) T +

ε1 BJ B T +ε2 aI +ε3 bI +ε4 bI ] + ( q2 - r2 ) X ,

Σ22 =

- X +ε5 aI +ε6 BJ B T +ε7 bJ +ε8 bJ ,

Σ23 =

[ ( C1 X + D1 Y) T , ( C0 X + D0 Y) T , Y T , X ,

Y T , Y T , X , Y T , Y T , Y T , Y T , Y T ] ,

Σ24 =

diag[ - αβ- 1
1 I +ε9 D1 J D T

1 - r- 2 I +ε10 D0 J D T
0 ,

-ε1 J - 1 , -ε2 I , -ε3 I , -ε4 J - 1 , -ε5 I ,

-ε6 J - 1 , -ε7 J - 1 , -ε8 J - 1 , -ε9 J - 1 , -ε10 J - 1 ].

矩阵中 3 表示由矩阵的对称性得到的矩阵块.如果

( X , Y ,εi ,α) ( i = 1～ 10) 是上述不等式的任一可行

解 ,则反馈控制增益 K = M - 1
0 Y X - 1 必使闭环系统

(5) 满足约束条件 1) , 且相应的闭环系统

‖G( z) ‖∞ < γ, H2 性能指标满足 J ( K) ≤

t race ( B T
2 X - 1 B2 ) .

证明 　类似于定理 1的证明过程 ,利用矩阵变

换和 Schur 补性质 ,令 Y = M0 KX ,对于任意满足

‖ΔA ‖≤a和 ‖ΔB ‖≤b的不确定性 ,有下列不

等式成立 :

0 ( D0 M0 L K X ) T 0

D0 M0 L K X 0 0

0 0 0

≤

ε10

0 0 0

0 D0 J D T
0 0

0 0 0

+ε- 1
10

Y T

0

0

J [ Y 　0　0 ].

(23)

综合式 (13) ～ (18) 和 (23) ,即得线性矩阵不等式

(22) .定理的后半部分是引理 3 相应部分的另一种
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描述. □

满足定理 2的可行解不一定总存在 ,它与给定

的性能指标有着密切关系.因此 ,性能指标的取值不

是任意的 ,只有给定的性能指标都在可行范围内 ,所

求的满意容错控制才有可行解.在求取可行解时 ,首

先要判断给定的性能指标是否在可行范围内.

如果故障闭环系统 (5) 极点指标状态反馈鲁棒

可配置 ,则由定理 1可知 ,线性矩阵不等式 (11) 必有

可行解.于是下面的极值问题有意义 :

min (γ) : ( X , Y ,εi ,γ) , s. t . L MI (11) . (24)

　　可用Matlab2L MI求解器Mincx求解上述极小

值问题 ,并记相应的极小值点为 ( XL , YL ,εiL ,γL ) .若

给定 H∞上界指标γ >γL ,则线性矩阵不等式 (22)

必有可行解.于是 ,对于给定的极点指标Φ( q , r) 和

H∞上界指标γ >γL ,有下述定理 :

定理 3　考虑故障闭环系统 (5) ,假设区域极点

指标Φ( q , r) 状态反馈鲁棒可配置 ,则所有满足γ >

γL 的 H ∞上界指标γ都与区域极点指标Φ( q , r) 相

容 ,且如下极值问题有意义 :

min
( X , Y , J0 ,εi ,α)

t race ( J 0 ) ;

s. t . 1) (22) ,

　　2)
- J 0 B T

2

B2 - X
< 0 . (25)

　　证明 　根据定理 2 ,利用问题 (25) 的任一可行

解构造得到的控制律 2) ,将保证闭环系统满足约束

条件 1) 和 2) ,并且闭环系统的 H2 性能指标值满足

J ( K) ≤t race ( B T
2 X - 1 B2 ) .进而根据矩阵的 Schur补

性质 ,极值问题 (25) 的约束条件 2) 等价于 B T
2 X - 1 B2

< J 0 .因此 , t race ( J 0 ) 的最小化将保证 H2性能指标

上界的最小化. □

定理 3 刻画了在状态反馈控制下 ,故障闭环系

统 H2 性能指标上界中与区域极点指标和 H∞指标

相容的最小值.问题 (25) 是具有线性矩阵不等式约

束和线性目标函数的凸优化问题 ,可用 Matlab2L MI

求解器 Mincx求解该问题 ,并记相应的极小值点为

( Xmin , Ymin ,εi min , J 0 min ) . 如果给定区域极点指标

Φ( q , r) 和 H∞上界指标γ >γL ,则所有满足 J ( K)

> J 0 min的 H2性能指标都与极点指标和 H∞扰动衰

减指标相容.当这 3类指标相容时 ,它为有效求取满

足 3类相容指标的满意容错控制器提供了理论依

据.

定理 4　考虑故障闭环系统 (5) ,假设区域极点

指标Φ( q , r) 状态反馈鲁棒可配置 ,给定 H∞指标γ

>γL , H2 性能指标上界 J ( K) ≥J 0 min ,则关于变量

( X , Y ,εi ,α) ( i = 1～ 10) 的线性矩阵不等式 (22) 总

有可行解. 如果 ( X , Y) 是其任一可行解 ,则区域极

点指标Φ( q , r) , H∞指标γ和 H 2 性能指标 J ( K) 相

对于状态反馈增益 K = M - 1
0 Y X - 1是相容的.称控制

器 u( k) = Kx ( k) 为不确定随机离散系统 (1) 在多

目标约束下的满意容错控制器.

证明 　由 ( Xmin , Ymin ) 的定义可知 ,存在一个解

系列 ( X n , Y n) ( n = 1 ,2 , ⋯) ,使得由此生成的状态

反馈增益阵 Kn 收敛于 Kmin . H∞指标和 H2 性能指

标是反馈控制律的连续函数 , 因此当γ > γL 和

J ( K) ≥J 0 min时 ,由极限的保号性可知 ,存在充分大

的整数 m ,使得 Km相应的 ‖G( z) ‖∞ <γ和 J ( K)

≤J ( K) . Km 是由线性矩阵不等式 (22) 的一个可行

解 ( X m , Y m ) ( m = 1 ,2 , ⋯) 生成的 ,因而反馈控制律

Km 必使故障闭环系统 (5) 同时满足约束条件 1) ～

3) .故可知区域极点指标、H∞指标和 H2 性能指标

相对于不确定随机离散系统 (1) 的状态反馈增益矩

阵 K是相容的. □

当 M = I即M 0 = I和 L = 0时 ,针对无故障正

常系统 ,由定理 4易得如下推论 :

推论 1　考虑闭环系统 (5) ,假设区域极点指标

Φ( q , r) 状态反馈鲁棒可配置 ,给定 H∞指标γ >

γ3
L , H2 性能指标上界 J ( K) ≤ J 3

0 min ,则关于变量

( X , Y ,εi ,α) ( i = 1～ 10) 的线性矩阵不等式 (22) 总

有可行解. 如果 ( X , Y) 是其任一可行解 ,则极点指

标Φ( q , r) , H∞指标γ和 H 2 性能指标 J ( K) 相对于

状态反馈增益 K = Y X - 1 是相容的.称控制器 u( k)

= Kx ( k) 为不确定随机离散系统 (1) 在多目标约束

下的满意正常控制器.

根据定理 1～定理 4 ,可给出同时满足 3类指标

约束的满意容错控制律或满意正常控制律的设计步

骤如下 :

Step1 : 给定区域极点指标Φ( q , r) ,验证线性矩

阵不等式 (11) 的可行性 ,判断是否存在满足 3类指

标约束的满意容错控制律或满意正常控制律 ;

Step2 : 如果线性矩阵不等式 (11) 有可行解 ,则

求解极值问题 (24) ,并确定 H∞上界指标γ >γL ;

Step3 : 对于给定的区域极点指标Φ( q , r) 和

H∞上界指标γ >γL ,求解极值问题 (25) ,确定 H2

性能指标上界的最小值 ,分析与给定区域极点指标

和 H∞上界指标相容的 H2 性能指标的取值范围 ;

Step4 : 根据定理 4 , 给定 H2 性能指标上界

J ( K) ≥J 0 min ,利用线性矩阵不等式 (22) 的可行解 ,

构造同时满足约束条件 1) ～ 3) 的满意容错控制律

或满意正常控制律.
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4　仿真实例
　　考虑不确定随机线性离散系统 (1) ,其中

A =
1 1 . 2

- 0 . 1 2
,

B =
2 1

0 2
, B2 =

0 . 2

1
,

C0 = [1　0 ] , D0 = [0 . 5　1 ] ,

C1 = [0 . 1　0 . 8 ] , D1 = [0 . 1　0 . 2 ].

不确定性满足 ‖ΔA ‖≤0 . 2 , ‖ΔB ‖≤0 . 3 .给定

执行器故障矩阵

M l =
0 . 7 0

0 0 . 55
, M u =

1 . 3 0

0 1 . 1
.

　　取极点指标Φ(0 . 5 ,0 . 5) ,求解极值问题 (24) ,

得到故障闭环系统 H∞指标上界中与区域极点指标

相容的最小上界γL = 1 . 732 1 ,取 H∞指标γ= 2 .解

极值问题 (25) ,确定 H2 性能指标的最小值 J 0 min =

0 . 562 9 , 取 J ( K) = 1 .根据定理 4 ,求得同时满足 3

类指标约束的满意容错控制增益

K =
- 0 . 367 1 0 . 038 7

0 . 026 1 - 0 . 890 7
.

根据推论 1 ,得到满意正常控制增益

K =
- 0 . 593 0 0 . 124 3

- 0 . 112 2 - 0 . 654 6
.

　　当系统无故障时 ,由推论 1得到的满意正常控

制器将闭环系统的极点配置在指定的圆盘内 (见图

1) .当执行器发生故障时 ,闭环系统的部分极点将跳

图 1　无故障系统在满意正常控制下的极点分布

图 2　故障系统在满意正常控制下的极点分布

图 3　故障系统在满意容错控制下的极点分布

离指定的圆盘 ,对于某些故障 ,闭环系统的极点成为

不稳定极点 (见图 2) .当执行器发生故障时 ,满意容

错控制器将故障闭环系统的极点始终保持在指定的

圆盘内 (见图 3) .

与满意容错控制器相比 ,正常控制器虽然可使

闭环系统极点保持在指定的圆盘内 ,但是一旦发生

故障 ,部分极点可能跳离指定圆盘 ,有些极点甚至成

为不稳定极点.无论系统是否发生故障 ,本文提出的

方法都能使闭环系统的极点保持在指定的圆盘内.

因此 ,本文提出的满意容错控制器可抵御执行器故

障对系统的影响.

当 w ( k) 被看成一个有限能量的扰动信号 (如

正弦信号) ,执行器故障矩阵 M = diag[0 . 8　0 . 9 ]

时 ,闭环系统的输出响应曲线如图 4所示.

图 4　被控输出 z1 ( k) 的响应曲线

将扰动 w ( k) 和被控输出的采样点的数据导入

工作区 ,计算其范数有 ‖z1 ( k) ‖2 ≤γ‖w ( k) ‖2 .

即在执行器发生故障时 ,系统仍满足约束条件 2) .

图 5　被控输出 z0 ( k) 的响应曲线
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当 w ( k) 被看成一个具有单位谱密度的白噪声

信号 ,执行器故障矩阵 M = diag[0 . 8　0 . 9 ]时 ,闭

环系统的输出响应曲线如图 5所示.

经计算可得闭环系统的 H2 性能指标值 J ( K)

= 0 . 740 5 < J ( K) .即在执行器发生故障时 ,系统

仍满足约束条件 3) .

5　结 　　论
　　本文针对一类不确定性不满足匹配条件而只

有数值上界形式的随机离散线性系统 ,研究状态反

馈控制下的完整性设计问题.在连续型执行器故障

模型下 ,给出了具有相容指标约束的满意容错控制

器存在的充分条件 ,以及控制器的构造性设计方法.

所给结论保证了在相容指标约束下 ,对于任意容许

的不确定性以及执行器的故障 ,相应的闭环系统同

时满足区域极点指标、H∞扰动衰减指标和 H2 性能

指标约束.仿真实例验证了本文方法的有效性 ,并与

不考虑故障的系统相比较 ,进一步说明对系统进行

满意容错控制的必要性.
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