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基于辅助模型的多新息广义增广随机梯度算法
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摘　要 : 将辅助模型辨识思想与多新息辨识理论相结合 ,利用系统可测信息建立一个辅助模型.分别用辅助模型输

出和噪声估计值代替辨识模型信息向量中未知真实输出变量和不可测噪声项 ,并引入新息长度扩展标量新息为新息

向量 ,提出了 Box2Jenkins模型的辅助模型多新息广义增广随机梯度辨识方法.所提出方法重复使用系统数据 ,能够

改善参数估计精度 ,加快算法的收敛速度.
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Abstract : Combining the auxiliary model identification idea with the multi2innovation identification theory ,this paper

establishes an auxiliary model by using the measurable data of Box2Jenkins systems ,replaces the unknown noise2f ree

output s and noise terms in the information vector with the output s of the auxiliary model and the estimated noise

terms , and present s an auxiliary model based multi2innovation generalized extended stochastic gradient ( AM2MI2
GESG) algorithm for Box2Jenkins models by int roducing the innovation length and expanding the scalar innovation to

an innovation vector. The proposed algorithm repeatedly utilizes the available input2output data ,and can improve the

parameter estimation accuracy and speed up the convergence rate of the algorithms.
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1　引　　言
　　考虑下列 Box2J enkins 模型的辨识问题 (见图

1) :

y ( t) =
B ( z)
A ( z)

u( t) +
D ( z)
C( z)

v ( t) . (1)

其中 :{ u( t) } 和{ y ( t) } 分别为系统的输入和输出序

列 ;{ v ( t) } 为零均值、不相关随机白噪声序列 (不可

测) ; A ( z) , B ( z) , C( z) 和 D ( z) 均为单位后移算子

z - 1 的多项式[ z - 1 y ( t) = y ( t - 1) ] ,且

A ( z) = 1 + a1 z - 1 + a2 z - 2 + ⋯+ ana
z - na ,

B ( z) = b1 z - 1 + b2 z - 2 + ⋯+ bnb
z - nb ,

C( z) = 1 + c1 z - 1 + c2 z - 2 + ⋯+ cnc
z - nc ,

D ( z) = 1 + d1 z - 1 + d2 z - 2 + ⋯+ dnd
z - nd .

　　不妨设当 t ≤0时 , u ( t) = 0 , y ( t) = 0 , v ( t) =

0 ,且阶次 na , nb , nc和 n d已知.图1中 , x ( t) 是系统模

型的输出 (即不可测无噪输出或真实输出) , w ( t) 是

噪声模型的输出 (不可测) , y ( t) 是 x ( t) 的含噪量

测.

图 1　Box2Jenkins模型
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本文的目标是 : 推导基于辅助模型的多新息广

义增广随机梯度 (AM2MI2GESG) 算法 ,利用系统输

入输出数据 { u( t) , y ( t) : t = 1 ,2 , ⋯} 来估计系统

(1) 的参数 ai , bi , ci 和 d i ,并进行仿真研究.

对于比模型 (1) 简单的 A RX模型、ARMAX模

型、输出误差模型等 ,有多种辨识方法可以估计其参

数.如递推最小二乘法[1 ]、递推增广最小二乘法[1 ]、

偏差补偿最小二乘法[224 ] 等.文献[5 ]基于残差自相

关检验准则 ,给出了Box2J enkins模型阶次和时滞的

确定方法 ; [6 ]基于信息压缩阵的 UD分解技术和广

义增广最小二乘原理 ,提出一种Box2J enkins模型阶

次与参数同时估计的递推算法 ,但是算法中存在矩

阵求逆运算 ,计算量较大 ; [ 7 ,8 ] 推导了偏差补偿最

小二乘辨识算法及其递推算法 ; [ 1 ,9 ] 提出了另一

种形式的 Box2J enkins模型递推广义增广最小二乘

算法.

辅助模型辨识方法[10 ,11 ] 和多新息辨识方

法[12215 ] 是近年来提出的新颖辨识方法 ,不少国际期

刊都刊登了这方面的文章.如双率采样数据系统的

辅助模型最小二乘辨识方法[10 ] 和辅助模型随机梯

度算法[11 ] ,多输入单输出系统辅助模型多新息最小

二乘算法[14 ] ,非线性输出误差系统的辅助模型最小

二乘算法[16 ] 等.多新息随机梯度辨识方法是在充分

使用系统数据的基础上 ,通过扩展新息长度而提出

的新方法 ,已应用于方程误差模型 (即白噪声干扰

ARX模型) 的辨识.它能提高参数估计收敛速度和

辨识精度[12 ] ,但要求辨识模型信息向量各元都是可

测的.

本文将多新息辨识理论加以推广 ,用于研究有

色 噪声干扰的 Box2J enkins 模型的辨识. Box2
J enkins模型辨识的困难在于 :信息向量中既包含不

可测中间变量 (称为不可测真实输出或无噪输出) ,

又包含不可测噪声项. 本文通过使用辅助模型技

术[10 ] ,用系统的可测信息建立一个辅助模型 ,用辅

助模型的输出代替系统的未知真实输出变量 ,用估

计的噪声值代替信息向量中不可测噪声项 ,并通过

扩展新息长度 ,提出了 AM2MI2GESG辨识方法.

基于辅助模型的 AM2MI2GESG辨识方法的意

义在于 :既能克服偏差补偿最小二乘算法和辅助模

型最小二乘算法由于需要计算协方差矩阵而产生的

计算量大的缺点 ,又能保留辅助模型随机梯度辨识

算法不需要矩阵求逆运算的优点 ,从而加快了辅助

模型随机梯度辨识算法的收敛速度.

2　算法推导
　　文献[ 14 ]针对多输入单输出的输出误差系统 ,

提出了基于辅助模型的多新息最小二乘方法 ,且量

测噪声为白噪声情形.这里把这种方法加以推广 ,用

于研究量测噪声为有色噪声的 Box2J enkins模型的

辨识 ,并推导相应的 AM2MI2GESG辨识算法.

首先引入符号“A = : X”或“X : = A”,表示“A

记作 (定义为) X”(因为符号 Χ或 =
def

没有左右之分 ,

含义模糊) .

参照图 1 ,定义中间不可测变量

x ( t) ∶= B ( z)
A ( z)

u( t) , (2)

w ( t) : =
D ( z)
C( z)

v ( t) . (3)

由式 (1) 可得

y ( t) = x ( t) + w ( t) . (4)

由此可以看出 , y ( t) 是 x ( t) 的含噪量测.

定义系统模型参数向量和噪声模型参数向量分

别为

θs ∶= [ a1 , a2 , ⋯, ana
, b1 , b2 , ⋯, bnb

]T ∈Rna + nb ,

θn ∶= [ c1 , c2 , ⋯, cnc
, d1 , d2 , ⋯, dnd

]T ∈Rnc + nd ;

信息向量

φs ( t) ∶= [ - x ( t - 1) , ⋯, - x ( t - na) ,

u( t - 1) , ⋯, u( t - nb) ]T ∈Rna + nb ,

φn ( t) ∶= [ - w ( t - 1) , ⋯, - w ( t - nc) ,

v ( t - 1) , ⋯, v ( t - nd ) ]T ∈Rnc + nd .

其中下标 s和 n分别表示系统模型和噪声模型.于是

式 (2) 和 (3) 可写成向量形式

x ( t) =φT
s ( t)θs , (5)

w ( t) =φT
n ( t)θn + v ( t) . (6)

式 (5) 和 (6) 代入式 (4) ,得

　y ( t) =φT
s ( t)θs +φT

n ( t)θn + v ( t) =

　[φT
s ( t) ,φT

n ( t) ]
θs

θn

+ v ( t) =φT ( t)θ+ v ( t) . (7)

其中

θ∶=
θs

θn

∈Rn ,φ( t) ∶=
φs ( t)

φn ( t)
∈Rn ,

n∶= na + nb + nc + nd .

　　引入二次型准则函数[1 ]

J (θ) = E[ ‖y ( t) - φT ( t)θ‖2 ] ,

其中矩阵范数定义为 ‖X‖2 ∶= t r [ XXT ].令θ̂( t)

表示 t时刻θ的估计 ,极小化 J (θ) 得到递推广义增

广随机梯度算法 ( GESG) [1 ] 如下 :

θ̂( t) =θ̂( t - 1) +
φ( t)
r( t)

[ y ( t) -

　 　　φT ( t)θ̂( t - 1) ] , (8)

r( t) = r( t - 1) + ‖φ( t) ‖2 , r(0) = 1 . (9)

然而 ,因为信息向量φ( t) 中含有未知变量 x ( t - i) ,

0001



第 9 期 王冬青等 : 基于辅助模型的多新息广义增广随机梯度算法 　 　 　

不可测相关噪声项 w ( t - i) 和不可测白噪声项 v ( t

- i) ,所以上述常规随机梯度算法 (8) 和 (9) 无法实

现.即常规随机梯度算法无法辨识Box2J enkins模型

(1) 的参数.本文的解决方案是 :基于辅助模型辨识

的思想[10 ] ,构造一个辅助模型 ,如图 2 所示. 其中

Pa ( z) ∶= B a ( z) / A a ( z) 为辅助模型的传递函数 ,

A a ( z) 和 B a ( z) 是与 A ( z) 和 B ( z) 同阶次的多项

式 ; x a ( t) 为辅助模型的输出. 信息向量φ( t) 的

φs ( t) 中未知项 x ( t - i) 用辅助模型的输出 x a ( t - i)

代替 ,代替后的φs ( t) 记为

φ̂s ( t) = [ - x a ( t - 1) , ⋯, - x a ( t - na) ,

u( t - 1) , ⋯, u( t - nb) ]T . (10)

图 2　带辅助模型 Box2Jenkins模型

　　信息向量φ( t) 的φn ( t) 中未知残差 v ( t - i) 用

估计残差 v̂ ( t - i) 代替 ,相关噪声项 w ( t - i) 用其估

计 ŵ ( t - i) 代替 ,代替后的φn ( t) 记为

φ̂n ( t) = [ - ŵ ( t - 1) , ⋯, - ŵ ( t - nc) ,

v̂ ( t - 1) , ⋯, v̂ ( t - nd ) ]T . (11)

　　由图 2可知

x a ( t) =
B a ( z)
A a ( z)

u( t) .

仿照式 (2) 和 (5) 的方式 ,把它写成向量形式 ,有

x a ( t) =φT
a ( t)θa ,

其中φa ( t) 和θa分别是辅助模型的信息向量和参数

向量.辅助模型的信息向量和参数向量有多种选择

方法.参照文献[10 ] ,本文把φ̂s ( t) 作为辅助模型的

信息向量φa ( t) ,把θ̂s ( t) 作为辅助模型的参数向量

θa ,则有

x a ( t) = φ̂T
s ( t)θ̂s ( t) . (12)

用φ̂s ( t) 和φ̂n ( t) 代替φ( t) 中 (未知的)φs ( t) 和

φn ( t) ,代替后记为

φ̂( t) ∶=
φ̂s ( t)

φ̂n ( t)
=

[ - x a ( t - 1) , ⋯, - x a ( t - na) ,

u( t - 1) , ⋯, u ( t - nb) ,

- ŵ ( t - 1) , ⋯, - ŵ ( t - nc) ,

v̂ ( t - 1) , ⋯, v̂ ( t - nd ) ] ∈Rn . (13)

由式 (7) 可得

v ( t) = y ( t) - φT ( t)θ.

上式中未知的φ( t) 用φ̂( t) 代替 ,θ用其估计θ̂( t) 代

替.于是残差 v̂ ( t) 可通过下式计算 :

v̂ ( t) = y ( t) - φ̂T ( t)θ̂( t) . (14)

由式 (4) 可得

w ( t) = y ( t) - x ( t) .

式中未知的 x ( t) 用 x a ( t) = φ̂T
s ( t)θ̂s ( t) 代替 ,可得

到 w ( t) 的估计值

ŵ ( t) = y ( t) - φ̂T
s ( t)θ̂s ( t) . (15)

有了上述准备后 ,定义和极小化准则函数

J (θ) = E[ ‖y ( t) - φ̂T ( t)θ‖2 ] ,

可得到估计θ的基于辅助模型的 (单新息) 广义增广

随机梯度辨识算法 (AM2GESG) 如下 :

θ̂( t) =θ̂( t - 1) +
φ̂( t)
r( t)

e( t) , (16)

e( t) = y ( t) - φ̂T ( t)θ̂( t - 1) , (17)

r( t) = r( t - 1) + ‖̂φ( t) ‖2 , r(0) = 1 . (18)

式 (17) 中 e( t) = y ( t) - φ̂T ( t)θ̂( t - 1) ∈R1 是标量

单新息 ,经典最小二乘法和随机梯度法等都是使用

单新息辨识方法.

尽管上述辅助模型随机梯度算法 (16) ～ (18)

可以估计θ,但是算法的收敛速度很慢 (参见后面的

仿真例子) . 下面借助于文献 [12 ] 的多新息辨识理

论 , 通过扩展新息维数 , 导出基于辅助模型的

AM2MI2GESG算法 ,以提高算法的收敛速度和参数

估计精度.具体作法如下 :

把标量新息 (单新息) e( t) = y ( t) - φ̂T ( t)θ̂( t -

1) ∈R1 扩展为向量新息

E( p , t) =

y ( t) - φ̂T ( t)θ̂( t - 1)

y ( t - 1) - φ̂T ( t - 1)θ̂( t - 1)

…

y ( t - p + 1) - φ̂T ( t - p + 1)θ̂( t - 1)

,

即多新息 ,其中正整数 p表示新息长度.

定义堆积向量 Y( p , t) 和堆积信息矩阵Φ( p , t)

为

Y( p , t) =

[ y ( t) , y ( t - 1) , ⋯, y ( t - p + 1) ]T ∈Rp ,

Φ( p , t) =

[φ̂( t) ,φ̂( t - 1) , ⋯,φ̂( t - p + 1) ] ∈Rn×p .

则辨识Box2J enkins模型的AM2MI2GESG算法可表

达如下 :

θ̂( t) =θ̂( t - 1) +
Φ( p , t)

r( t)
E( p , t) , (19)

E( p , t) = Y( p , t) - ΦT ( p , t)θ̂( t - 1) , (20)

r( t) = r( t - 1) + ‖̂φ( t) ‖2 , r(0) = 1 , (21)

Φ( p , t) =

1001
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[φ̂( t) ,φ̂( t - 1) , ⋯,φ̂( t - p + 1) ] , (22)

Y( p , t) =

[ y ( t) , y ( t - 1) , ⋯, y ( t - p + 1) ]T , (23)

φ̂( t) =
φ̂s ( t)

φ̂n ( t)
, θ̂( t) =

θ̂s ( t)

θ̂n ( t)
, (24)

φ̂s ( t) = [ - x a ( t - 1) , ⋯, - x a ( t - na) ,

　　　　u( t - 1) , ⋯, u( t - nb) ]T , (25)

φ̂n ( t) = [ - ŵ ( t - 1) , ⋯, - ŵ ( t - nc) ,

　　　　̂v ( t - 1) , ⋯, v̂ ( t - nd ) ]T , (26)

x a ( t) = φ̂T
s ( t)θ̂s ( t) , (27)

ŵ ( t) = y ( t) - x a ( t) , (28)

v̂ ( t) = y ( t) - φ̂T ( t)θ̂( t) . (29)

　　当新息长度 p = 1时 , AM2MI2GESG算法退化

为 AM2GESG算法.

算法的收敛性证明可仿照双率系统的基于辅助

模型 (单信息) 随机梯度算法的收敛性证明 ,参见文

献[11 ].

3　计算量比较
　　为了说明所提出算法的计算效率 ,将辨识模型

(1) 的 AM2R GEL S 算法、AM2MI2GESG算法和

AM2GESG算法的每步递推计算的乘法次数 (包括

除法次数) 和加法次数 (包括减法次数) 加以比较 ,

计算量如表 1所示.其中方括号内数据是 na = nb =

表 1　算法计算量的比较

算 　　法 乘法次数 加法次数

AM2R GEL S 2 n2 + 5 n[592 ] 2 n2 + 3 n[560 ]

AM2MI2GESG 2 pn + 3 n 2 pn + 2 n

p = 1 [80 ] [64 ]

p = 3 [144 ] [128 ]

p = 5 [208 ] [192 ]

AM2GESG 5 n[80 ] 4 n[64 ]

nc = nd = 4时的计算次数.

　　从表 1可以看出 ,AM2MI2GESG算法的计算量

与 p值的大小有关.当 p较小时 (如例子中 p = 3 , p

= 5) , AM2MI2GESG 算法尽管比相应的单新息

AM2GESG算法计算量要大些 ,但收敛速度更快 (参

见后面例子) ; 然而 , AM2MI2GESG算法的计算量

比最小二乘算法要小.仿真例子中当 p = 5时 ,算法

既有较小的计算量 ,又能大大提高梯度算法的收敛

速度.

文献[12 ]指出 ,多新息随机梯度算法通过增加

新息长度来提高辨识精度 (例子中 p = 5时算法收

敛速度有明显提高) ,多新息算法比单新息算法 ( p

= 1) 需额外付出的计算量不大 (参见式 (16) , (17)

与式 (19) , (20) 的差别) ,计算量只是变化为一个矩

阵与向量的乘积 ,现代计算机完全可以胜任.

表 2　Box2Jenkins模型参数估计及其误差 (σ2 = 0. 102 ,δns = 16 . 24 %)

p t a1 a2 b1 b2 c1 c2 d1 d2 δ/ %

p = 1

100 - 0 . 048 81 0 . 085 62 0 . 126 98 0 . 407 43 - 0 . 117 63 0 . 029 64 0 . 115 68 - 0 . 026 65 70 . 427 14

200 - 0 . 071 05 0 . 092 49 0 . 137 85 0 . 438 18 - 0 . 122 45 0 . 036 47 0 . 121 52 - 0 . 031 91 67 . 769 59

500 - 0 . 100 18 0 . 101 78 0 . 150 03 0 . 470 21 - 0 . 125 08 0 . 045 87 0 . 125 72 - 0 . 039 54 64 . 628 09

1 000 - 0 . 123 14 0 . 108 68 0 . 153 31 0 . 492 61 - 0 . 126 11 0 . 052 51 0 . 127 99 - 0 . 045 19 62 . 428 75

2 000 - 0 . 142 28 0 . 114 66 0 . 160 36 0 . 506 36 - 0 . 126 31 0 . 056 51 0 . 128 87 - 0 . 048 54 60 . 734 76

3 000 - 0 . 154 07 0 . 118 90 0 . 163 33 0 . 513 40 - 0 . 126 03 0 . 059 28 0 . 129 12 - 0 . 050 93 59 . 695 75

p = 3

100 - 0 . 274 10 0 . 282 61 0 . 167 83 0 . 512 32 - 0 . 231 78 0 . 055 37 0 . 214 94 - 0 . 038 87 49 . 313 70

200 - 0 . 311 93 0 . 284 09 0 . 175 22 0 . 515 34 - 0 . 229 81 0 . 060 43 0 . 214 65 - 0 . 042 75 47 . 462 75

500 - 0 . 350 62 0 . 288 66 0 . 179 32 0 . 520 40 - 0 . 226 86 0 . 065 97 0 . 213 67 - 0 . 047 22 45 . 813 88

1 000 - 0 . 372 62 0 . 291 85 0 . 177 51 0 . 520 77 - 0 . 225 07 0 . 068 79 0 . 212 91 - 0 . 049 58 45 . 021 62

2 000 - 0 . 386 25 0 . 297 47 0 . 178 84 0 . 516 97 - 0 . 222 76 0 . 070 63 0 . 211 23 - 0 . 051 04 44 . 458 06

3 000 - 0 . 393 54 0 . 300 88 0 . 179 77 0 . 515 02 - 0 . 221 44 0 . 072 09 0 . 210 51 - 0 . 052 42 44 . 155 11

p = 5

100 - 0 . 489 69 0 . 395 70 0 . 176 74 0 . 503 08 - 0 . 368 81 0 . 146 14 - 0 . 085 77 - 0 . 237 44 6 . 306 73

200 - 0 . 483 59 0 . 383 89 0 . 179 07 0 . 497 59 - 0 . 368 80 0 . 145 96 - 0 . 085 99 - 0 . 238 39 4 . 927 51

500 - 0 . 479 57 0 . 369 89 0 . 180 88 0 . 503 97 - 0 . 368 43 0 . 147 32 - 0 . 086 06 - 0 . 239 83 3 . 656 12

1 000 - 0 . 474 06 0 . 362 98 0 . 181 47 0 . 501 09 - 0 . 369 11 0 . 147 07 - 0 . 085 61 - 0 . 239 70 2 . 918 01

2 000 - 0 . 470 68 0 . 361 26 0 . 181 23 0 . 498 45 - 0 . 368 78 0 . 146 94 - 0 . 086 39 - 0 . 239 27 2 . 582 93

3 000 - 0 . 468 35 0 . 359 78 0 . 181 03 0 . 497 11 - 0 . 368 70 0 . 147 45 - 0 . 086 33 - 0 . 239 79 2 . 431 66

真 值 - 0 . 460 00 0 . 350 00 0 . 180 00 0 . 500 00 - 0 . 360 00 0 . 140 00 - 0 . 100 00 - 0 . 240 00

2001
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4　仿真例子
　　考虑仿真对象

　　　 y ( t) =
B ( z)
A ( z)

u( t) +
D ( z)
C( z)

v ( t) ,

A ( z) = 1 + a1 z - 1 + a2 z - 2 =

1 - 0 . 46 z - 1 + 0 . 35 z - 2 ,

B ( z) = b1 z - 1 + b2 z - 2 =

0 . 18 z - 1 + 0 . 50 z - 2 ,

C( z) = 1 + c1 z - 1 + c2 z - 2 =

1 - 0 . 36 z - 1 + 0 . 14 z - 2 ,

D ( z) = 1 + d1 z - 1 + d2 z - 2 =

1 - 0 . 10 z - 1 - 0 . 24 z - 2 ,

θ = [ a1 , a2 , b1 , b2 , c1 , c2 , d1 , d2 ]T =

[ - 0 . 46 ,0 . 35 ,0 . 18 ,0 . 50 , - 0 . 36 ,

0 . 14 , - 0 . 10 , - 0 . 24 ]T .

　　仿真时 ,输入{ u( t) } 采用零均值、单位方差、不

相关可测随机信号序列 , { v ( t) } 采用零均值方差σ2

= 0 . 102 的随机白噪声序列 ,对应的系统噪信比δns

= 16 . 24 %.取数据长度 L = 3 000 ,在不同新息长度

p = 1 ,3 ,5下 ,用 AM2MI2GESG算法分别进行参数

估计.估计结果及其误差如表 2所示 ;参数估计误差

δ∶= ‖̂θ( t) -θ‖/ ‖θ‖随 t变化曲线如图 3所示.

图 3　参数估计误差δ随数据长度 t 变化曲线

　　从表 2和图 3可以得出结论 : 基于辅助模型的

多新息随机梯度辨识算法 ( p > 1) ,比相应的单新息

辨识算法 ( p = 1) 有更快的收敛速度和更高的参数

辨识精度 ;随着新息长度的增大 ,辨识精度会得到相

应的提高.

5　结 　　论
　　本文将多新息辨识理论与辅助模型辨识思想相

结合 ,提出了辨识 Box2J enkins 模型的 AM2MI2
GESG算法.辅助模型的引入 ,使得多新息算法可直

接用于 Box2J enkins 系统的参数辨识.多新息辨识

算法引入了新息长度 ,充分利用了系统的数据信息 ,

因而比相应的单新息辨识算法有更快的收敛速度和

更高的辨识精度.仿真例子进一步证实了这一结论

的正确性.
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