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基于状态空间的机械臂轨迹规划

谢文龙 , 苏剑波
(上海交通大学 自动化系 , 上海 200240)

摘　要 : 提出一种基于状态空间的机械臂轨迹规划方法 ,定义并构造了机械臂系统的状态空间 ,根据内在机构约束

与外部环境约束描述出系统状态的可达范围 ,并给出了任务的可实现条件.对于可实现任务 ,在状态空间能搜索到任

务完成的最优解.如果任务无法完成 ,则修改系统配置或约束 ,在新的状态空间确定任务实现的转化条件 ,并对任务

的设计与规划给予指导.研究了障碍约束下两连杆机械臂的点到点任务 ,实验结果验证了该方法的有效性.
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Trajectory planning for robot manipulators based on state space
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Abstract : This paper proposes a t rajectory planning approach for robot manipulators based on state space. The state

space of manipulator system is defined and const ructed , by which the reachable scope of the system state is t raced out

according to the internal physical const raint s and external environment const raint s. Conditions of performing the task

successfully are given. For realizable task , the optimal st rategy for task execution is obtained by searching in state

space. If the task is unrealizable , it could be t ransformed to be achievable via adjusting system’s configuration or

const raint , and the t ransformation condition for task realization is determined in reconst ructed state space. This

contributes to the design and plan of the robotic tasks. Point2to2point tasks for 22link manipulator are investigated and

experiment result s show the validity of the proposed method.
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1　引　　言
　　机械臂轨迹规划是指 ,在满足一定约束的条件

下 ,从起始位姿到目标位姿规划一条无碰撞的运动

轨迹. Paul [ 1 ]首先利用齐次变换矩阵 ,将手部在直

角坐标下的位置、速度与加速度变换成各关节的位

移、速度和加速度 ;然后规划成二次平滑函数.这种

方法的计算量非常大. Lin[2 ]提出规划轨迹的 3 次

样条函数方法 ,能够得到优化的关节运动规律 ,但是

当轨迹中间路径点个数 n较多时 ,计算量也较大 ,同

时该方法也缺乏姿态插补的考虑. Dissanayake[3 ]以

离散关节力矩或关节加速度为优化变量 ,采用数学

规划方法求解最优关节轨迹. Saramago [4 ]用B样条

函数逼近关节轨迹 ,用数学规划求解样条函数最优

控制点序列 ,得到近似最优解.

实际上 ,根据规划空间的不同 ,规划方法可分为

构形空间规划与任务空间规划两种.构形空间 (又称

关节空间)规划[5 ,6 ]为物理层规划 ,具有较好的实时

性 ,因而被广泛采用.其局限性为 :1) 任务表示不直

观 ,任务通常在笛卡儿空间描述 ,应用该方法时 ,需

将笛卡儿参数转化到关节空间表示 ;2) 缺乏统一性

和灵活性 ,需根据不同机械臂的自由度构造不同的

关节空间 ;3) 只能在任务的能力范围内进行规划 ,

机械臂本身的机构限制使其完成任务的能力有限 ,

能力范围外的任务无法在关节空间表示.任务空间

(又称笛卡儿空间)规划[7 ,8 ]为任务层规划 ,具有直

观、便捷的优点 ,直接对机械臂的位姿进行规划 ,但

实现时需将笛卡儿空间的位姿转化为关节角 ,涉及

大量的逆运动学运算 ,很难用于实时控制.同样 ,这
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种方法也是在机械臂的能力范围内进行规划.

上述两种轨迹规划 ,都是在任务能够完成的情

况下规划任务的轨迹 ,而没有考虑机械臂的能力范

围及任务不可完成的情况.对于任意给定的任务 ,在

轨迹规划前 ,首先需要考虑两个问题 :1) 该任务是

否可完成 ,只有当任务可完成时 ,轨迹规划才有意

义 ;2) 如果任务无法完成 ,如何使任务变为可完成 ,

即寻找一种策略 ,将不可实现的任务转化为可实现 ,

并给出转化条件.这两个问题对于任务的设计与实

现至关重要.

本文提出一种基于状态空间的机械臂轨迹规划

方法 ,根据构造的机械臂系统状态空间 ,计算系统状

态的可达范围 ,并给出了任务的可完成条件.对于可

完成任务 ,在状态空间求解任务完成的最优解.若任

务无法实现 ,则修改系统配置或约束将任务变为可

完成 ,并在新的状态空间确定任务实现的转化条件.

2　基于状态空间的机械臂轨迹规划
　　机械臂在任务执行过程中 ,各自由度的位置、速

度与加速度不断变化 ,因此需驱动机械臂的位姿变

化以完成给定的任务.如果把与机械臂及任务相关

的变量作为状态分量构造成一个状态空间 ,则任意

时刻机械臂所处状态都可用状态分量的一组确定值

表示 ,对应于状态空间中的一个点.

机械臂在执行任务过程中可能具有以下 3种约

束 :物理约束、障碍约束及任务约束.机械臂本身的

机构限制使其运动能力及范围有限 ,这种约束称为

物理约束 ,如连杆机构及形状使得某些关节只能在

一定的范围内变化 ,机械臂只能在工作空间的某一

区域内工作.工作空间可能存在障碍物 ,因此机械臂

的某些位姿无法实现 ,这种约束称为障碍约束.机械

臂要执行的任务可能也有一定的要求 ,如末端执行

器按照特定的轨迹运动 ,这种约束为任务约束.

在初始时刻 ,机械臂状态可用状态空间中的起

始点表示 ,对于给定的任务 ,如点到点 ( P TP)任务 ,

要求机械臂运动到目标位姿 ,表示为状态空间中的

目标点.机械臂运动过程中 ,系统状态不断变化 ,则

任务的执行可以看作是系统状态在状态空间的轨迹

变迁过程 ,系统约束描述为状态空间中的不可达区

域 ,这样机械臂的轨迹规划问题便转化为状态空间

中的约束求解问题.任务的执行过程对应着起止状

态间的一条变迁轨迹 ,不同轨迹表示任务实现的不

同方式.任务是否能完成取决于系统是否满足以下

条件 :1) 目标状态在可达区域内 ;2) 可达区域内存

在起止状态间的连通路径.

2 . 1　状态空间模型

对于给定任务 ,与机械臂及任务相关的变量有

很多 ,如各自由度的位置 ,连杆的形状与长度 ,基坐

标的位置 ,末端执行器的位置与姿态等.以这些变量

构造状态空间将导致空间的维数很高 ,为降低维数 ,

应选择与任务要求及特性直接相关的变量.

假定选择的变量数为 m ,这些变量构成了一个

m维的状态空间 Rm ,设系统的状态为ζ = (ζ1 , ⋯,

ζm ) ∈Rm ,各变量取值范围

ζi min ≤ζi ≤ζi max , i = 1 , ⋯, m. (1)

系统初始状态与任务完成所需到达的目标状态为

ζ0 = (ζ0
1 , ⋯,ζ0

m ) ,

ζg = (ζg
1 , ⋯,ζg

m ) . (2)

假设 S 表示整个状态空间区域 ,系统约束引起的状

态不可达区域为 �A ,即

�A = �A p + �A o + �A t = ∑
i

�A pi + ∑
j

�A oj + ∑
k

�A tk ,

(3)

其中 �A p , �A o和 �A t分别表示物理约束、障碍约束和任

务约束引起的不可达区域.若 A表示状态可达区域 ,

则 S = A ∪�A .机器人完成任务的过程就是在可达

集 A 中由ζ0 到ζg 的一条变迁轨迹.

状态空间的可达区域可通过如下步骤确定 :

1) 在无约束条件下确定各状态分量的取值范

围.

2) 指定各状态分量采样间隔 I i ( i = 1 , ⋯, m) ,

按照ζ1到ζm的顺序 ,取前 m - 1个变量的最小值 ,在

[ζm min ,ζm max ]内以采样间隔 Im 由小到大对ζm 取值 ,

并判断每一状态点是否满足ζ∈A .如果条件满足 ,

则该状态可达 ;否则为不可达.

3) 以采样间隔 Im- 1改变ζm- 1的值 ,计算此时ζm

在各采样点的状态是否可达 ,直到ζm- 1 取最大值为

止.依此类推 ,改变前 m - 2个变量的值 ,最终可计

算出整个状态空间的可达区域.

在这种框架下 ,任务空间与构形空间法均为状

态空间法的特例 ,前者考虑的是机械臂的位置与姿

态变量 ,后者则考虑关节变量.考虑到任务设计时 ,

机械臂位姿对任务描述的直接便捷性 ,以末端执行

器的位姿变量为基础定义状态空间模型

ζ = ( x , y , z ,θ,α,β) . (4)

其中 : x , y , z表示末端执行器参考点在世界坐标系

的位置 ;θ,α,β表示末端执行器的姿态角.这样便构

造了一个六维的状态空间.状态变量的选择不局限

于位姿变量.当考察连杆长度对任务的影响时 ,可将

机械臂的连杆长度作为状态分量 ,并与位姿变量共

同构造状态空间.图 1为二维空间两连杆机械臂 ,状

态空间维数为 3 ,而

ζ = ( x , y ,θ) . (5)
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其中 : x , y表示连杆 2末端的位置 ;θ为连杆 2的方

向与水平轴的夹角.

图 1　二维空间两连杆机械臂的状态空间模型

2 . 2　无障碍约束下的状态可达空间

机械臂具有物理约束 ,可完成任务的能力有限 ,

以图 1机械臂为例 ,分析其可实现任务的范围.状态

空间模型如式 (5) ,由前述方法可计算出系统状态的

可达区域.由于末端执行器的位姿与各关节值具有

一一对应的关系 ,为减少计算量 ,通过关节角计算可

达空间.

以世界坐标系为参考系 ,基坐标位置 B x = 1 ,

B y = 1 ,两个连杆长度 L 1 = L 2 = 0 . 5 .由 q1 和 q2 可

确定末端执行器的位姿

x = B x + L 1 cos q1 + L 2 cos ( q1 + q2 ) ,

y = B y + L 1 sin q1 + L 2 sin ( q1 + q2 ) ,

θ= q1 + q2 . (6)

关节角取值范围 0 ≤qi < 2π( i = 1 ,2) ,采样间隔 I1

= 1°, I2 = 2°.则该机械臂无障碍约束下的状态可达

空间如图 2 (a) 灰色曲面所示.图 2 (b) 为θ= 0 ,π/ 2 ,

π,3π/ 2时的可达区域 ,为4个圆 ,这是因为当姿态角

θ为某一定值θc 时 ,由式 (6) 得

x = C1 + L 1 cos q1 ,

y = C2 + L 1 sin q1 . (7)

其中 : C1 , C2 为常数 ,即

C1 = B x + L 2 cos ( q1 + q2 ) = B x + L 2 cosθc ,

C2 = B y + L 2 sin ( q1 + q2 ) = B y + L 2 sinθc . (8)

此时的可达区域是以 ( C1 , C2 ) 为圆心 , L 1 为半径的

圆.整个可达空间为一系列相同半径不同圆心的平

图 2　无障碍约束下机械臂状态可达空间

面圆组成的曲面 ,机械臂只能执行曲面所对应位姿

的任务.

连续路径规划任务 (CP) ,如弧焊接 ,对中间位

姿有一定约束.图 1中 ,假定任务要求机械臂以姿态

角π/ 2由初始点 S沿直线运动到目标点G ,初始状态

ζS = (1 . 36 ,1 . 86 ,π/ 2) ,目标状态ζG = (0 . 8 ,1 . 86 ,

π/ 2) ,该任务在状态空间的轨迹为 S到 G且θ=π/ 2

的一段直线.由图 2可知 , S在状态可达曲面上 ,而 G

位于曲面内部 ,因此机械臂无法完成该任务.

2 . 3　障碍约束下的状态可达空间

当工作空间存在障碍物时 ,机械臂的某些位姿

无法实现 ,此时 ,状态空间以前的某些可达区域变为

不可达.图 3 (a) 中 ,假定工作空间有两个矩形障碍 ,

一个圆形障碍 ,则该机械臂障碍约束下的状态可达

空间如图 3 (b) 所示. 3个障碍分别对应 3个不可达

区域 :障碍物 1使得关节角 q1 在 0附近取值时 ,连杆

1进入障碍区域 ,此时无论 q2 为何值 ,相应的状态点

均为不可达 ,对应着图 3 (b) 左边的空白区域 (无障

碍物 1时 ,可达区域为闭合曲面 ,障碍物 1导致曲面

的左边部分变为不可达区域) ;障碍物 2使得关节角

在 q1 =π/ 2 , q2 = 0附近取值时 ,连杆 2进入障碍区

域 ,系统状态ζ = (1 ,2 ,π/ 2) 的附近区域为不可达 ,

对应着 Goal1 左边的空白区域 (为曲面上的一个

洞) ;同样 ,圆形障碍物3使得关节角在 q1 = 3/ 4π, q2

= 0附近取值时 ,连杆 2进入障碍区域 ,系统状态ζ

= (0 . 29 ,1 . 71 ,3π/ 4) 的附近区域为不可达 ,对应着

Goal1上方的空白区域. 这些障碍约束使得系统状

态的可达区域变小 ,机械臂完成任务的能力减弱.

图 3　障碍约束下机械臂状态可达空间

2 . 4　状态空间搜索

计算出系统状态的可达区域后 ,为了得到任务

的解 ,需要寻找一条由初始点ζ0 到目标点ζg的状态

变迁轨迹 ,可通过搜索获得. 状态轨迹可能不止一

条 ,此时可定义一个性能指标函数以获得任务实现

的最优解.

状态空间搜索方法有多种 ,如深度优先 ,广度优

先 , A 3 ,D 3 ,Best2First 及双向搜索等.通常状态空间

的维数较高 ,计算复杂度较大 ,为提高搜索效率 ,可
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采用启发式搜索 ,如 A 3算法[9 ] . A 3的估价函数为

f̂ ( n) = ĝ ( n) + ĥ ( n) . (9)

其中 : ĝ ( n) 是起始节点到节点 n的最小代价 , ĥ ( n)

是节点 n到目标节点的代价估计 , f̂ ( n) 是起始节点

经节点 n到目标节点的代价估计.取

ĝ ( n) = C(ζ0 ,ζn) = ∑
n

i = 1
C(ζi- 1 ,ζi ) , (10)

ĥ ( n) = (ζn
1 - ζg

1 ) 2 + ⋯+ (ζn
m - ζg

m ) 2 , (11)

其中 C(ζi- 1 ,ζi ) 表示相邻状态ζi - 1到ζi的路径代价.

假定任务要求机械臂由起始位姿运动到目标位

姿 Goal 1 ,初始状态ζ0 = (1 . 68 ,1 . 68 ,1 . 05) ,目标状

态ζg1 = (0 . 66 ,1 . 92 ,2 . 09) ,如图 3 (a) .考虑最短路

径轨迹 (同样也可考虑其他性能指标) ,取

C(ζi - 1 ,ζi ) = ( x i - x i- 1 ) 2 + ( y i - y i - 1 ) 2 .

(12)

如果工作空间无障碍物 ,则可达区域内起止状态间

的直线表示该任务的最优解 ,在工作空间表现为末

端执行器沿直线运动到目标点 (可达空间为三维曲

面 ,这里的直线指的是将曲面展开为两维平面后起

止点间的直线 ,在三维空间其形状为曲线) .因障碍

物 2的存在 ,状态空间出现相应的不可达区域 ,原来

的直线将穿越此区域 ,因此系统状态需绕过此不可

达区域到达目标状态 ,如图 3 (b) 中实线所示.

图 4 (a) 为该任务的构形空间规划 ,与之对应的

状态轨迹如图 4 (b) 中虚线所示.图 4 (b) 为两种方

法所得的机械臂轨迹在工作空间的比较.由图可知 ,

虽然它们都能得到各自空间的最优解 ,但状态空间

法得到的轨迹更平滑 ,路径更短.这是因为构形空间

考虑的是关节角 ,而关节运动的最优轨迹不一定是

末端执行器的最优轨迹.构形空间规划中 ,轨迹的初

始阶段 q1 不变 , q2 增大 ,工作空间中机械臂末端轨

迹是以连杆 1末端 (1 . 43 , 1 . 25) 为圆心 ,半径 r =

L 2 = 0 . 5的一段逆时针圆弧 ;中间阶段 , q1 增大 , q2

减小 ,变化幅度近似相等 ,θ= q1 + q2 = 3π/ 4 ,末端

执行器轨迹是以 (0 . 65 , 1 . 35) 为圆心 , 半径 r =

图 4　构形空间轨迹规划

0 . 5 , 姿态角为 3π/ 4的一段顺时针圆弧 ;最末阶段 ,

q1 增大 ( q1 ≈π/ 2) , q2 减小 ,但 q2 变化较大 ,末端执

行器轨迹为圆心及半径不断变化的一段顺时针圆

弧.

3　任务无法完成时的解决方案
　　如果目标状态不在可达区域或可达区域内不

存在起止状态间的连通路径 ,则任务无法完成. 此

时 ,可根据任务特性与状态空间状况选择修改系统

配置或约束 ,增加新的状态变量 ,重新构造系统的状

态空间 ,分析并确定在何种配置或约束下任务可完

成.

3 . 1　修改系统配置

图 3 (a) 中 ,如果任务要求机械臂运动到目标位

姿 Goal 2 ,目标状态ζg2 = (0 . 38 ,1 . 94 ,2 . 44) ,而状

态空间中 Goal 2位于可达区域外 ,因此机械臂无法

完成该任务.考虑到目标状态在整个可达区域的外

侧 ,任务无法完成是因为机械臂的能力不足以到达

该状态.为此 ,修改系统配置 ,即改变机械臂结构 ,在

连杆 2末端增加一个移动关节 q3 ,如图 5 (a) ,并重新

构造系统的状态空间

ζ = ( x , y ,θ, q3 ) . (13)

根据 q3 的取值范围 [ q3min , q3max ]即可计算出系统状

态的可达区域. 取 q3min = 0 , q3max = 1 (在无法确定

q3max 为多大能保证任务可实现时 ,取足够大的值) ,

在新的状态空间重新计算系统的初始状态和任务的

目标状态 ,ζ0 = (1 . 68 ,1 . 68 ,1 . 05 ,0) ,ζg2 = (0 . 38 ,

1 . 94 ,2 . 44 ,0 . 2) .此时目标状态位于可达区域 ,通过

搜索能够找到起止状态间的连通路径 ,因此任务可

完成.

图 5　修改系统配置后的状态可达空间

定义 Q为任务可实现时 q3max 的最小值 ,即

Q = arg min ( q3max ) , (14)

则任务的可实现条件为 q3max ≥Q.为确定 Q值 ,在搜

索算法中取

C(ζi - 1 ,ξi ) =

( x i - x i - 1 ) 2 + ( y i - y i- 1 ) 2 + [10 ( qi
3 - qi - 1

3 ) ]2 .

(15)
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图 6　修改系统约束后的状态可达空间

即通过增大 q3 变化的代价使其在状态轨迹中的变

化范围最小 ,搜索结果中 q3的最大值即为 Q ,这里 Q

= 0 . 2 .因此 ,通过增加一个移动关节 q3且使 q3max ≥

0 . 2 ,可将原来不可实现的任务转化为可实现.

为了评估修改系统配置对原状态可达区域的改

善状况 ,对状态空间的新增变量进行投影. 假定πi

为点投影 ,表示ζi 为定值时的状态空间

πi (ζ) = (ζ1 , ⋯,ζi- 1 ,ζi+1 , ⋯,ζm ) ; (16)

Πi
[ ai , bi ] (ζ) 为点集投影 ,表示 ai ≤ζi ≤bi区间内的状

态空间

Πi
[ ai , bi ] (ζ) =

{πi (ζ) |ζ∈S andζi ∈[ ai , bi ]} . (17)

图 5 (b) 是对 q3 进行投影Π4
[0 ,0 . 2 ] (ζ) 后的状态空间.

由图可知 ,可达区域向外延伸 ,任务的可实现范围变

大 , 目标状态 Goal 2位于可达区域 ,且起止状态间

存在连通路径 ,因此任务可完成.

3 . 2　修改系统约束

当任务无法完成时 ,同样也可修改系统约束并

确定何种约束情况下任务可实现. 工作空间如图

6 (a) 所示 ,系统初始状态ζ0 = (1 . 68 ,1 . 68 ,1 . 05) ,

目标状态ζg3 = (0 . 36 ,0 . 24 ,3 . 84) . 状态空间如

6 (b) 所示 ,起止状态均位于可达区域 ,但它们之间

无连通路径 ,因此任务无法完成.

考虑到目标状态位于可达区域 ,任务无法完成

是由于工作空间两侧的障碍物将状态可达区域分为

两部分.为此 ,修改系统约束 ,即增加机械臂的移动

能力.假定基座可沿水平方向移动 ,以变量 B x 作为

状态分量 ,重新构造系统的状态空间

ζ = ( x , y ,θ, B x ) . (18)

根据 B x 的取值范围 [ B x min , B x max ]可计算出系统状

态的可达区域.取 B x min = 0 . 7 , B x max = 1 . 3 (为确保

任务可完成 ,取 B x min 足够小 , B x max 足够大) ,新的状

态空间中ζ0 = (1 . 68 ,1 . 68 ,1 . 05 ,1) ,ζg3 = (0 . 36 ,

0 . 24 ,3 . 84 ,1) ,通过搜索可以找到起止状态间的连

通路径.

定义 Qmin 和 Qmax 为任务可实现时 B x min 的最大

值与 B x max 的最小值 ,即

Qmin = arg max ( B x min ) ,

Qmax = arg min ( B x max ) . (19)

则任务的可实现条件为 B x min ≤ Qmin 且 B x max ≥

Qmax .为确定 Qmin 与 Qmax 的值 ,取

C(ζi - 1 ,ζi ) =

( x i - x i- 1 ) 2 + ( y i - y i- 1 ) 2 + [10 ( B i
x - B i - 1

x ) ]2 .

(20)

状态轨迹搜索结果中 B x 的最小值与最大值即为

Qmin 与 Qmax , Qmin = 0 . 86 , Qmax = 1 .因此 ,增加机械

臂的水平移动能力且使 B x至少能在[0 . 86 , 1 ]内变

化时 ,可将原来不可实现的任务转化为可实现. 图

6 (c) 是对 B x进行投影Π4
[0 . 86 ,1 ] (ζ) 后的状态空间.由

图可知 ,修改系统约束后 ,可达区域沿 x 轴延伸 ,起

止状态间产生连通路径 ,因此任务可完成.

4　状态轨迹跟踪
　　为了验证跟踪效果 ,在书法机器人系统上进行

实验[10 ] .机械臂是 Adept公司生产的 Adept One系

列机械臂 ,共有 4个自由度 (实际跟踪过程中 ,只应

用了两个转动自由度) .为了清晰地描绘出执行器的

轨迹 ,在机械臂末端安装了一支毛笔.假定机械臂要

跟踪图 3 (b) 实线所示的状态轨迹 ,由于运动控制是

在关节空间实现的 ,需将状态轨迹经逆运动学运算

获得相应的关节轨迹 ,并通过式 (6) 计算得出 ,它是

一组离散的关节角.经 3 次样条函数拟和[11 ] 后 ,可

得到期望的连续关节轨迹.图 7为轨迹跟踪结果 ,两

图 7　轨迹跟踪结果
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个连杆均未进入障碍区域 ,机械臂能够平滑到达目

标点 ,并以最短路径完成给定任务.

5　结 　　论
　　本文提出一种基于状态空间的机械臂轨迹规划

方法 ,定义了机械臂系统的状态空间模型 ,给出了任

务完成的一般理论与方法.任务是否可实现取决于

系统是否满足以下条件 : 1) 目标状态位于可达区

域 ;2) 可达区域内存在起止状态间的连通路径.当

任务可完成时 ,通过搜索可在状态空间得到任务实

现的最优解 ;如果任务无法完成 ,则分别修改系统配

置与约束 ,在更高维的状态空间确定任务可实现的

条件.因此 ,这种方法给出了任务由不可实现向可实

现转化的解决方案 ,对于任务的设计与规划具有指

导意义.
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