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时滞相关不确定随机系统的鲁棒 H∞控制
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摘　要 : 针对具有时变时滞和范数有界不确定性的随机系统 ,研究其随机镇定和鲁棒 H∞控制问题.设计状态反馈

控制器 ,使得对所有可容许的不确定性 ,闭环系统随机稳定且满足给定的 H∞性能指标.利用线性矩阵不等式 (L MI)

及自由权矩阵技术得到系统镇定的一个充分条件 ,该充分条件由一组时滞相关的矩阵不等式表达.最后通过仿真数

例表明了所提出方法的有效性.
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Abstract : This paper deals with the problems of robust stochastic stabilization and robust H∞ control for uncertain

stochastic systems with a time2varying delay in the state and norm2bounded uncertainty. The problem is to design

state feedback controllers such that the resulting closed2loop system is mean2square asymptotically stable for all

admissible uncertainties , as well as satisfying a prescribed H∞ performance. Delayed2dependent sufficient conditions

for the stability of the system are derived by using linear matrix inequalities and int roducing free weighting matrices.

Finally , numerical examples show the effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
　　时滞系统的稳定性准则一般可分为两类 :时滞

无关稳定性准则和时滞相关稳定性准则.由于许多

实际系统中的时滞都是有界的 ,时滞相关的准则相

对于时滞无关的准则 ,其保守性要低一些.对于时滞

系统稳定性的研究近年来得到了广泛的关注.文献

[123 ]利用自由权矩阵表示牛顿2莱布尼兹公式中各
项的关系 ,获得了保守性较低的时滞相关的稳定条

件.文献[ 4 ,5 ]分别讨论了非线性系统和离散系统中

的时滞现象.

近年来 ,随机模型的鲁棒稳定性分析已成为控

制领域的一个重要研究内容.文献[ 6 ,7 ]对于一类不

确定随机时滞系统采用线性矩阵不等式 (L MI)方

法 ,分别获得了一类不确定随机时滞系统的稳定性

条件. [8 ]讨论了一类具有时变时滞的伊藤 ( Ito)型

随机系统的鲁棒 H∞控制问题. [ 9 ]讨论了一类具有

多时滞伊藤型随机系统的输出反馈控制问题. [ 10 ]

研究了多时滞随机系统的状态反馈和滤波问题.然

而 ,这些有关随机系统的研究结果大多是时滞无关

的.

时滞无关稳定控制要求系统对于任意大小的时

滞都应保持稳定 ,因而具有较大的保守性 ,因此时滞

相关不确定随机系统反馈控制研究具有重要意义.

本文研究具有时变时滞不确定性随机系统的鲁棒

H∞控制问题 ,通过构造状态反馈控制器 ,使得对所

有容许的不确定参数 ,闭环系统稳定并且满足给定

的 H∞性能指标.本文利用线性矩阵不等式和自由

权矩阵方法得到所考虑系统鲁棒 H∞性能指标的一

个充分条件 ,并且通过求解一组给定的线性矩阵不

等式 ,得到了鲁棒 H∞状态反馈控制器的设计方法.
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2　问题描述
　　考虑如下具有时变时滞的不确定随机系统 :

(Σ) :

d x ( t) =

[ ( A +ΔA ( t) ) x ( t) + ( A d +ΔA d ( t) ) x ( t -

τ( t) ) + ( B +ΔB ( t) ) u( t) + B v v ( t) ]d t +

[ ( E +ΔE( t) ) x ( t) + ( Ed +ΔEd ( t) ) x ( t -

τ( t) ) + Ev v ( t) ]dω( t) , (1)

z ( t) = Cx ( t) + Du ( t) , (2)

x ( t) = <( t) , Πt ∈[ - h ,0 ]. (3)

其中 : x ( t) ∈Rn 是状态向量 ; u( t) ∈Rm 是控制输

入 ; v ( t) ∈Rp是属于 L 2 [0 , ∞) 的扰动输入 ; z ( t) ∈

Rq 是控制输出 ;ω( t) 是满足 E{ dω( t) } = 0 和

E{ dω( t) 2 } = d t 的一维布朗运动 ; A , A d , B , B v , C ,

D , E , Ed 和 E v 是已知常矩阵 ;ΔA ( t) ,ΔA d ( t) ,

ΔB ( t) ,ΔE( t) 和ΔEd ( t) 是适当维数的不确定矩阵 ,

且具有如下形式 :

[ΔA ( t) 　ΔA d ( t) 　ΔB ( t) 　ΔE( t) 　ΔEd ( t) ] =

M F ( t) [ N a 　N ad 　N b 　N e 　N ed ] , (4)

这里 : M , N a , N ad , N b , N e 和 N ed 是适当维数的常矩

阵 ;而 F( t) 是具有Lesbesgue可测元的不确定矩阵 ,

且满足

FT ( t) F( t) ≤ I , Πt. (5)

　　另外 ,时滞τ( t) 是满足条件

0 <τ( t) ≤h , Ûτ( t) ≤μ < 1 (6)

的时变连续函数.其中μ和 h是常数 ,并且初始条件

<( t) 表示[ - h ,0 ]上的连续初始向量函数.

系统 (1) 的标称随机系统表示如下 :

d x ( t) = [ A ( t) x ( t) + A d x ( t - τ( t) ) ]d t +

[ Ex ( t) + Ed x ( t - τ( t) ) ]dω( t) . (7)

　　引理 1[11 ] 　给定适当维数矩阵 Q = QT , H , E

和 R = RT > 0 ,则

Q + H F E + ET FT HT < 0 ,

对任意满足 FT F ≤R的 F成立 ,当且仅当存在实数

λ > 0 ,使得

Q +λH H T +λ- 1 ET E < 0 .

　　利用牛顿 2莱布尼兹公式 ,对于任意适当维数

的矩阵 N 1 和 N 2 ,有

2[ x T ( t) N 1 + x T ( t - τ( t) ) N 2 ][ x ( t) -

∫
t

t -τ( t)
Ûx ( s) ds - x ( t - τ( t) ) ] = 0 . (8)

　　另一方面 , 对于任意适当维数矩阵 X =

X11 X12

3 X22

≥0 ,有

μξT ( t) Xξ( t) -∫
t

t-τ( t)
ξT ( t) Xξ( t) ds ≥0 . (9)

其中 :“3”是由矩阵的对称性得到的矩阵块 ,而

ξ( t) = [ x T ( t) 　x T ( t - τ( t) ) ]T .

3　主要结果
　　首先考虑如下状态反馈控制器 :

u( t) = Kx ( t) , K ∈Rm×n . (10)

当系统 (Σ) 中 F( t) = 0和 v ( t) = 0时 ,将控制器代

入系统 (1) 可以得到如下的闭环系统 :

d x ( t) = [ A cK ( t) x ( t) + A d x ( t - τ( t) ) ]d t +

[ Ex ( t) + Ed x ( t - τ( t) ) ]dω( t) , (11)

其中

A cK = A + B K. (12)

　　定理 1　给定标量 h > 0和μ< 1 ,随机时滞系

统 (11) 是随机可镇定的 ,如果存在正定矩阵 L , R ,

半正定矩阵 W 和 Y =
Y11 Y12

3 Y22

≥0 ,以及任意适

当维数的矩阵 M1 , M2 和 V ,使得以下矩阵不等式成

立 :

Φ =

Φ11 Φ12 h( L A T + V T B T ) L E T

3 Φ22 hL A T
d L E T

d

3 3 - hR 0

3 3 3 - L

< 0 ,

(13a)

Ψ =

Y11 Y12 M1

3 Y22 M2

3 3 L R - 1 L

≥0 . (13b)

其中

Φ11 = L A T + AL + BV + V T B T +

M1 + M T
1 + W + hY11 ,

Φ12 = A dL - M1 + M T
2 + Y12 ,

Φ22 = - M2 - M T
2 - (1 - μ) W + hY22 .

此时系统的状态反馈控制律为

u( t) = Kx ( t) , K = V L - 1 . (14)

　　证明 　构造如下形式的 L yap unov泛函 :

V ( x t ) = x T ( t) Px ( t) +∫
t

t-τ( t)
x T ( s) Qx ( s) ds +

∫
0

- h∫
t

t+θ
Ûx T ( s) ZÛx ( s) dsdθ, (15)

其中 P , Q和 Z是待定正定矩阵.根据伊藤公式计算

式 (15) 对时间的微分可得[12 ]

dV ( x t ) =

LV ( x t ) d t + [ hg ( x) dω( t) ]T f ( x) +

[ hÛx T ( t) g ( x) + 2 x ( t) T Pg ( x) ]dω( t) . (16)

其中

f ( x) = A cK ( t) x ( t) + A d x ( t - τ( t) ) ,

g ( x) = Ex ( t) + Ed x ( t - τ( t) ) ,

LV ( x t ) =
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x T ( t) [ PA cK + A T
cK P ] x ( t) +

2 x T ( t) PA d x ( t - τ( t) ) + x T ( t) Qx ( t) -

(1 - Ûτ( t) ) x T ( t - τ( t) ) Qx ( t - τ( t) ) +

hf ( x) T Zf ( x) -∫
t

t- h
Ûx T ( s) ZÛx ( s) ds +

g ( x) T Pg ( x) ≤

x T ( t) [ PA cK + A T
cK P ] x ( t) +

2 x T ( t) PA d x ( t - τ( t) ) + x T ( t) Qx ( t) -

(1 - μ) x T ( t - τ( t) ) Qx ( t - τ( t) ) +

hf ( x) T Zf ( x) -∫
t

t-τ( t)
Ûx T ( s) ZÛx ( s) ds +

g ( x) T Pg ( x) + 2[ x T ( t) N 1 + x T ( t - τ( t) ) N 2 ] ×

[ x ( t) -∫
t

t-τ( t)
Ûx ( s) ds - x ( t - τ( t) ) ] +

hξT ( t) Xξ( t) -∫
t

t-τ( t)
ξT ( t) Xξ( t) ds =

ξT ( t)Ξξ( t) -∫
t

t-τ( t)
ζT ( t)Θζ( t) ds.

这里

Ξ =
Ξ11 Ξ12

3 Ξ22

,Θ =

X11 X12 N 1

3 X22 N 2

3 3 Z

.

其中

Ξ11 = PA cK + A T
cK P + N 1 + N T

1 + Q +

　　　hA T
cK ZA cK + ET PE + hX 11 ,

Ξ12 = PA d - N 1 + N T
2 + Q +

　　　hA T
cK ZA d + ET PE d + hX 12 ,

Ξ11 = - N 2 - N T
2 - (1 - μ) Q +

　 　 hA T
d ZA d + ET

d P E d + X12 ,

ξ( t) = [ x T ( t) 　x T ( t - τ( t) ) ]T ,

ζ( t) = [ x T ( t) 　x T ( t - τ( t) ) 　Ûx T ( s) ]T .

　　对式 (13a) 左乘和右乘 diag ( L - 1 , L - 1 , R - 1 ) , 对

式 (13b) 左乘和右乘 diag ( L - 1 , L - 1 , L - 1 ) , 并设 K

= V L - 1 , P = L - 1 , Q = L - 1 W L - 1 , X = diag ( L - 1 ,

L - 1 ) Ydiag ( L - 1 , L - 1 ) , Z = R - 1 , N1 = L - 1 M1 L - 1 , N 2

= L - 1 M2 L - 1 .根据 Schur定理可得Ξ < 0 ,Θ≥0 .从

而对于所有的 [ x T ( t) 　x T ( t - τ( t) ) ]T ≠0 可以得

到 LV ( x t ) < 0 .则根据文献[8 ]和[13 ]中的定义 1

可知闭环系统 (11) 是随机稳定的. □

注 1　因为式 (13b) 存在非线性项 L R - 1 L ,所以
(13b) 不是线性矩阵不等式.为了解决此问题 ,一种

简单的方法就是固定 R ,也可以设定 R =εL (ε >

0) ,然后通过一维搜索来求解不等式 (13) .但这样的

处理会带来一定的保守性.为了降低保守性 ,也可以

采用文献[14 ]中提出的算法 ,将定理 1转化为如下

的基于 L MI的非线性最小化问题 :

min Trace ( SS 1 + LL 1 + RR 1 ) ,

s. t . 式 (13a) 和

Y11 Y12 M1

3 Y22 M2

3 3 S

≥0 ,

　　
S1 L 1

L 1 R1

≥0 ,
S I

I S 1

≥0 ,

　　
L I

I L 1

≥0 ,
R I

I R 1

≥0 ,

　　L > 0 , S > 0 .

当系统 (Σ) 中 F( t) = 0 ,V ( t) ≠0时 ,用控制律 (10)

可得如下闭环系统 :

d x ( t) = [ A cK ( t) x ( t) + A d x ( t - τ( t) ) +

　　　　B v v ( t) ]d t + [ Ex ( t) + Ed x ( t -

　　　　τ( t) ) + Ev v ( t) ]dω( t) ,

z ( t) = ( C + D K) x ( t) ,

x ( t) = <( t) , Π ( t) ∈[ - h ,0 ] ,

(17)

其中 A cK = A + B K.

定理 2　给定标量γ> 0 , h > 0和μ < 1 ,随机

时滞系统 (17) 是鲁棒可镇定的 ,并具有 H∞性能γ,

如果存在正定矩阵 L , R , 半正定矩阵 W 和 Y =

Y11 Y12

3 Y22

≥0 ,以及任意适当维数的矩阵 M1 , M2

和 V ,使得式 (13b) 和以下 L MI成立 :

Φ =

Φ11 Φ12 B v Φ14 L E T Φ16

3 Φ22 0 hL A T
d L E T

d 0

3 3 - γ2 I 0 ET
v 0

3 3 3 - hR 0 0

3 3 3 3 - L 0

3 3 3 3 3 - I

< 0 .

(18)

其中 :Φ11 ,Φ12 和Φ22 的定义与式 (13) 相同 ,Φ14 =

h( L A T + V T B T ) ,Φ16 = L CT + V T DT . 此时 ,状态反

馈控制律为

u( t) = Kx ( t) , K = V L - 1 . (19)

　　证明 　根据定理 1 和式 (17) ,可以推出系统

(Σ) 在应用控制律 (19) 和 F( t) = 0时的闭环系统是

鲁棒随机稳定的.

以下证明对于任意非零 v ( t) ∈L 2 [0 , ∞) ,下述

不等式成立 :

‖z ( t) ‖E2 <γ‖v ( t) ‖2 , (20)

其中 ‖z ( t) ‖E2 的定义可参阅文献[8 ].现假定零初

始条件 ,即对于 t ∈[ - h ,0 ] , x ( t) = 0 . 根据伊藤微

分公式可得

E{ v ( x ( t) , t) } = E{∫
t

0
LV ( x ( s) , s) } ds , (21)

其中 LV 的定义与定理 1中的 LV 相似 , E表示数学
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期望.

为了证明系统满足 H∞性能 (20) ,定义

J ( t) = E{∫
t

0
[ z ( s) T z ( s) - γ2 v ( s) T v ( s) ]ds} ,

(22)

其中 t > 0 .采用定理 1的证明方法 ,可得以下结论 :

对于所有的 t > 0 ,有

J ( t) = E{∫
t

0
[ z ( s) T z ( s) - γ2 v ( s) T v ( s) +

LV ( x ( s) , s) ]ds} - E{ V ( x ( t) , t) } ≤

E{∫
t

0
[ z ( s) T z ( s) - γ2 v ( s) T v ( s) +

LV ( x ( s) , s) ]ds} < 0 . (23)

根据式 (21) , (22) 和 (23) ,可推知式 (20) 成立. □

根据定理 2 ,可将结果推广到具有时变结构的

不确定性系统 (Σ) .将定理 2 推广 ,可得如下结论 :

定理 3　给定标量γ> 0 , h > 0和μ < 1 ,随机

时滞系统 (Σ) 是鲁棒可镇定且具有 H∞性能γ,如果

存在正定矩阵 L , R , 半正定矩阵 W 和 Y =

Y11 Y12

3 Y22

≥0 ,以及任意适当维数的矩阵 M1 , M2 ,

V 和标量λ > 0 ,ε> 0 ,使得式 (13b) 和以下 L MI成

立 :

Π11 Π12 B v Π14 L E T Π16 Π17 Π18

3 Π22 0 Π24 L E T
d 0 Π27 Π28

3 3 - γ2 I 0 ET
v 0 0 0

3 3 3 Π44 0 0 0 0

3 3 3 3 Π55 0 0 0

3 3 3 3 3 - I 0 0

3 3 3 3 3 3 - λI 0

3 3 3 3 3 3 3 - εI

< 0 .

(24)

其中

Π11 = L A T + AL + BV + V T B T +

　　　M1 + M T
1 + W + hY11 +λM M T ,

Π12 = A dL - M1 + M T
2 + Y12 ,

Π14 = h( L A T + V T B T +λM M T ) ,

Π16 = L CT + V T DT ,

Π17 = L N T
a + V T N T

b ,Π18 = L N T
e ,

Π22 = - M2 - M T
2 - (1 - μ) W + hY22 ,

Π24 = hL A T
d ,Π27 = L N T

ad ,

Π28 = L N T
ed ,Π44 = - hR +λh2 MM T ,

Π55 =εM M T - L ,

此时 ,状态反馈控制律为

u( t) = Kx ( t) , K = V L - 1 . (25)

　　证明 　 分 别 用 A + M F ( t) N a , A d +

M F ( t) N ad , B + M F ( t) N b , E + M F ( t) N e 和 E d +

M F ( t) N ed 替换式 (18) 中的 A , A d , B , E和 E d ,并利

用 Schur定理和引理 1可以推出定理 3成立. □

注 2　本文针对不确定随机时滞系统 (Σ) ,根据

定理 1～定理 3分别提出了新的鲁棒随机稳定和鲁

棒 H∞控制的充分条件.虽然在文献[8 ,9 ]中有相似

的研究 ,但其结果都是时滞无关的 ,这可能导致系统

在时滞有界或时滞较小时具有一定的保守性.

注 3　如果定理 3中的 h , M1 , M2 和 R均为 0 ,

则定理 3可简化为文献[8 ]中定理 2的形式.因此 ,

定理 3可视为文献[8 ]中定理 2在时滞相关条件下

的推广.

4　数值实例
　　考虑具有范数有界不确定性的时变时滞随机

系统 (Σ) ,其系数矩阵具有如下形式 :

A =

- 1 1 0

0 . 2 0 . 5 - 1

0 . 3 0 . 3 - 1 . 2

,

A d =

- 0 . 2 - 0 . 1 0

0 . 1 - 0 . 8 0 . 2

1 - 0 . 3 - 1

,

B =

1 0

0 1

1 0

, B v =

0 . 1

0

0 . 2

,

Ev =

0

0 . 2

- 0 . 3

, M =

0

0 . 1

0 . 1

,

E =

0 . 5 0 . 1 0 . 2

0 1 - 0 . 1

- 0 . 2 0 . 3 0

,

Ed =

- 0 . 5 0 0 . 2

0 . 1 0 . 4 0 . 1

0 . 2 - 0 . 1 0 . 5

,

C = [0 . 5　0 . 1　0 ] , D = [0 . 1　 - 0 . 3 ] ,

F = sin (3 t) , N A = [0 . 1　0　0 . 1 ] ,

N ad = [0　0 . 1　0 . 1 ] , N e = [0 . 1　0 . 2　0 ] ,

N ed = [0　0 . 1　0 . 2 ] , N B = [0 . 2　0 ].

　　设 R = 0 . 9L ,当μ = 0 . 9时 ,使用 L MI工具箱

中的 mincx求解器求解定理 3 的矩阵变量 ,可以得

到时滞 h的最大上界为 0 . 8 .而文献[8 ]中定理 2的

结果与时滞 h无关 ,通过 L MI工具箱求解得到时滞

变化率μ的最大上界是 0 . 6 . 图 1给出了当 h = 0 . 8

时 ,定理 3中的γ与时滞变化率μ的关系和文献[8 ]

定理 2中γ与时滞变化率μ的关系 (由于当μ = 0 . 6

时γ的取值较大 ,为便于观察 ,图 1的纵坐标取值限

定在 2) .
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图 1　H∞性能指标γ与时滞变化率μ的关系

设 R = 0 . 9L ,当μ= 0 . 9 , h = 0 . 8时 ,用L MI工

具箱求解矩阵不等式 (24) 和 (13b) ,可得到如下状

态反馈控制器增益矩阵 :

K =
- 0 . 570 1 - 0 . 419 9 0 . 437 1

- 0 . 192 6 - 1 . 178 9 0 . 913 3
. (26)

　　将控制律 u( t) = Kx ( t) 应用于系统 (Σ) ,并设

τ( t) = 0 . 4 + 0 . 4sin ( (9/ 4) t) (满足τ( t) ≤0 . 8 ,Ûτ( t)

≤0 . 9) ,可以得到系统的状态响应曲线如图 2所示.

图 2　系统 (Σ) 状态响应

以上仿真示例说明本文所提出的方法是有效

的.

5　结 　　论
　　本文针对一类具有不确定参数的时变时滞随机

系统 ,利用线性矩阵不等式及自由权矩阵技术 ,推导

出所考虑系统鲁棒 H∞随机镇定的充分条件 ,该充

分条件由一组时滞相关的线性矩阵不等式表达.通

过 L MI工具箱求解这些线性矩阵不等式 ,得到相应

的鲁棒 H∞状态反馈控制器的设计方法.数值仿真

例子表明了本文所提出的控制器设计方法的有效

性.
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