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摘　要 : 采用 3种方法研究了 L TI (Linear time2invariant)状态空间模型中未知参数的估计问题 :利用 Metropolis2
Hastings算法 ,从后验分布中抽取一定容量的样本 ,得出其均值和标准差 ;采用进化算法来最小化对数似然函数 ,得

到全局最优解 ;采用模拟退火算法来最大化似然函数 ,得到全局最优解.最后 ,通过数值实验验证和比较了 3种估计

算法的有效性.
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Abstract : The problem of estimating unknown parameters of linear time2invarinat state space model is studied by three

approaches : We use Metropolis2Hastings algorithm to draw a sample of some size f rom the posterior dist ribution

based on Bayesian inference , and then the posterior mean and standard derivation are obtained. A computational model

of a population2based algorithm2generator is proposed to minimize the log2likelihood function. We apply the simulated

annealing algorithm to maximize the likelihood function. Finally , the numerical experiment s and comparison result s

show the effectiveness of the proposed algorithms.
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1　引　　言
　　线性时不变动态系统 (也称线性高斯状态空间

模型)因其易分析性而广泛应用于控制、经济、生物

等领域的建模和预测.对于从其观测数据估计参数

化的模型 ,一个最基本也是应用最广泛的方法是最

大化观测数据的似然度 ,也就是最大似然法.由于这

种方法已被研究了近一个世纪 ,它有着很成熟的理

论支持[1 ] .尽管如此 ,在实际中应用最大似然法却没

那么简单 ,这在很大程度上是因为它是一个非凸最

优化问题 ,由于没有闭合形式解 ,一般采用基于牛顿

法的梯度搜索策略.这种方法的成功与否取决于目

标函数对模型中参数的曲率 ,这样求得的解多为局

部最优解.

最近 ,针对以上问题 , Gibson 和 Ninness 研究

了 L TI(Linear time2invariant)状态空间系统模型的

估计问题 ,对于完全参数化状态空间模型 (模型中所

有矩阵中的元素都未知且没有限制) ,他们提出了一

种鲁棒的最大似然估计法 ,其思想是利用 EM

( Expectation Maximization ) 算法估计最大似然

度[2 ] .

国内对参数估计也有不少研究[3 ,4 ] ,但针对 L TI

模型的却很鲜见.本文研究的也是 L TI状态空间模

型的估计问题 ,但模型并非完全参数化 ,而是部分参

数未知.这样的情况在各个领域也是比较常见的 ,但

不能直接应用 Gibson和 Ninness所提出的方法.

对于参数估计有两种统计推断的方法 : 一是上

文提到的基于最大似然原理的经典方法 ;二是贝叶

斯推断 ,它将参数的先验信息与观测数据相结合 ,得

到后验分布 ,然后基于后验分布进行统计推断.历史

上 ,在两类统计推断之间有着激烈的争论 ,但两种方

法都被证明是有用的 ,而且都被广泛接受.本文在这

两种统计推断框架下 ,采用 3种方法研究 L TI状态
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空间模型的参数估计问题 :1) 基于贝叶斯推断 ,利

用 Met ropolis2Hastings 算法从后验分布中抽取一

定容量的样本 ,然后得出其均值和标准差 ;2) 基于

最大似然原理 ,采用进化算法来最小化对数似然函

数 ,这种方法不需要利用梯度的信息 ,避免了陷入局

部最优解 ;3) 基于最大似然原理 ,采用模拟退火算

法来最大化似然函数 ,这种算法也可以得到全局最

优解.最后 ,用一个具体的例子验证和比较了 3种方

法的可行性和有效性 ,并与其他方法作了比较.

2　LTI状态空间模型
　　L TI状态空间模型 ,也称线性高斯状态空间模

型 ,可由以下两个方程来表示 :

X k+1 = A X k + w k , w k ～ N (0 , Q) ,

Y k = CX k + vk , vk ～ N (0 , R) . (1)

其中 : X k是 m维的状态变量 ; Y k是 n维的观测向量 ;

A是状态转移矩阵 ( m ×m矩阵) ; C是观测矩阵 ( n×

m矩阵) ; w k , vk 分别是系统噪声和观测噪声 ,它们

是相互独立的高斯白噪声 ;协方差分别为 Q , R. 模

型 (1) 中的第 1个方程是状态转移方程 ,它表达了系

统从前一状态到当前状态的演化过程 ;第 2 个方程

是观测方程 ,它表达了状态变量到观测值的映射关

系.初始状态向量 X0为均值是μ0 ,方差是 P0的高斯

随机向量 ,即 X0 ～ N (μ0 , P0 ) .

当 A , C , Q , R矩阵中的所有元素未知且没有限

制时 , Ghahramani , Hinton[5 ] 和 Gibson ,Ninness[ 2 ]

已提出用 EM算法来估计模型.本文所研究的问题

是 A , C , Q , R矩阵中的某些参数未知 ,对于这种情

况则无法直接应用他们提出的算法 ,因而需用不同

的方法来估计模型中的参数.

有时系统的输入是可以被观测到的 ,在这种情

况下可以建立一个输入输出模型.记输入为 U k ,则

模型可表示为

X k+1 = A X k + BU k + w k , w k ～ N (0 , Q) ,

Y k = CX k + DU k + vk , vk ～ N (0 , R) , (2)

其中 B 和 D 是与输入相关的矩阵.本文给出的算法

是针对只有输出的情况 ,但极容易将其扩展到输入

输出的情况.

3　基于贝叶斯推断的参数估计
3 . 1　后验分布

令θ为模型中未知参数组成的向量 , Y是观测数

据.贝叶斯分析寻求将关于参数的知识与数据相结

合来作出推断.参数的知识是通过对参数预先指定

一个先验分布来表示的 ,比如可服从正态分布、平均

分布、伽玛分布等. 这样可计算出各参数的概率密

度 ,将它们相乘即可得到θ的先验分布 ,记为π(θ) .

对于一个给定的模型 ,用 f ( Y |θ) 表示数据的似然

函数 ,则由条件概率的定义 ,有

f (θ| Y) =
f (θ, Y)

f ( Y)
=

f ( Y |θ)π(θ)
f ( Y)

. (3)

这里边际分布可通过下式得到 :

f ( Y) =∫f ( Y ,θ) dθ=∫f ( Y |θ)π(θ) dθ. (4)

　　方程 (3) 中的分布 f (θ| Y) 称为θ的后验分布 ,

一般可利用贝叶斯准则得到 ,即

f (θ| Y) ∝ f ( Y |θ)π(θ) . (5)

3 . 2　卡尔曼滤波和似然函数

由上述可知 ,如果要基于方程 (5) 作统计推断 ,

需要计算似然函数 f ( Y |θ) ,这里将用卡尔曼滤波

解决此问题.为表达清晰、方便起见 ,记 Y N = { Y1 ,

⋯, Y N }为模型 (1) 的观测数据 , v̂ k为其估计残差 ,ψk

为估计残差的协方差矩阵.则 v̂ k的条件概率密度为

f ( v̂ k | Y k- 1 , ⋯, Y1 ,θ) =

(2π) -
n
2 |ψk | -

1
2 exp ( -

1
2

v̂T
kψ- 1

k v̂ k) , (6)

其中 |·| 表示行列式.于是可以推出似然函数为

f ( Y N |θ) =

∏
N

k = 1
f ( Y k | Y k- 1 , ⋯, Y1 ,θ) =

∏
N

k = 1
f ( v̂ k | Y k- 1 , ⋯, Y1 ,θ) =

(2π) - nN
2 ∏

N

k = 1
|ψk | - 1

2 exp (∑
N

k = 1
-

1
2

v̂T
kψ- 1

k v̂ k) . (7)

　　式 (7) 中的 v̂ k 和ψk 可以通过卡尔曼滤波[6 ] 得

到.卡尔曼滤波算法如下 :

用 X̂ k| k- 1 , S -
k 表示 X k的先验估计条件均值和条

件方差 ; X̂ k| k , S k 表示 X k 的后验估计条件均值和条

件方差 ; Kk 表示卡尔曼增益.则 :

预测为

X̂ k| k- 1 = E{ X k | Y k- 1 } = A X̂ k- 1| k- 1 ,

v̂ k = Y k - CX̂ k| k- 1 ,

S -
k = E{ ( X k - X̂ k| k- 1 ) ( X k - X̂ k| k- 1 ) T } =

　 　 AS k- 1 A T + Q;

(8)

　　滤波为

ψk = E{ v̂ k v̂ T
k } = CS -

k CT + R ,

Kk = S -
k CTψ- 1

k ,

X̂ k| k = E{ X k | Y k} = X̂ k| k- 1 + Kk v̂ k ,

S k = E{ ( X k - X̂ k| k ) ( X k - X̂ k| k ) T } =

　 　 [ I - Kk C ] S -
k .

(9)

3. 3　Metropol is2Hastings算法

假定希望从分布 f (θ| Y) 中抽取一个随机样

本 ,而直接抽取要么太浪费时间 ,要么不可行 ,但总
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存在一个近似分布 , 可以很容易得到随机抽取.

Met ropolis2Hastings算法就是从近似分布中产生一

系列的随机抽取 ,其分布函数收敛到 f (θ| Y) .该算

法按如下步骤进行 :

1) 初始化θ0 .

2) For t = 1 to M

①从均匀分布 U (0 ,1) 中取一随机数 u.

②从已知取样密度中抽取一个候选样本θ3
t ,用

q(θt |θt- 1 ) 表示已知取样密度 ,即θ3
t ～ q(θt |θt- 1 ) .

③ If u <
f (θ3

t | Y) q(θt - 1 |θ3
t )

f (θt - 1 | Y) q(θ3
t |θt- 1 )

,

θt =θ3
t ,

　else

θt =θt - 1 .

在一些正规性条件下 ,序列{θt } 依分布收敛到

f (θ| Y) [7 ] .常见的取样密度的具体例子有 :1) 独立

链 ,即 q(θ|θt- 1 ) = q(θ) , q(·) 不依赖于θt - 1 ;2) 随机

游走链 ,即 q(θ|θt- 1 ) = q(θ- θt - 1 ) .

3 . 4　基于贝叶斯推断的参数估计算法

总结以上内容 ,基于贝叶斯推断的参数估计的

具体算法如下 :

Step1 : 令 t = 0 ,初始化θt ,计算π(θt ) ,用式 (7)

计算 f ( Y N |θt ) ,令 t = t + 1 .

Step2 : 从取样分布 q(θt |θt- 1 ) 中抽取一个θ3
t .

Step3 : 计算π(θ3
t ) ,用式 (7) 计算 f ( Y N |θ3

t ) .

Step4 : 从均匀分布 U (0 ,1) 中抽取一个随机数

χ
t

,如果

χ
t
≤ f ( Y N |θ3

t )π(θ3
t ) q(θt- 1 |θ3

t )

f ( Y N |θt- 1 )π(θt - 1 ) q(θ3
t |θt - 1 )

,

则θt =θ3
t ;否则θt =θt - 1 .如果 t < M ,则令 t = t +

1 ,转 Step2 ;否则 ,终止程序.

应当注意 ,此算法执行的成功与否 ,选取好取样

密度以获取合适的接受率是极其重要的.接受率等

于Met ropolis2Hastings算法中序列{θt }中样本值改

变的次数除以样本容量.如果接受率很低 ,则序列没

有遍历到后验分布的尾部 ;如果接受率很高 ,则序列

没有在高概率区间停留足够长的时间以达到稳定.

对于接受率应取多大值没有统一的规定 , Geweke和

Tanizaki [8 ] 指出 ,接受率在 30 %～ 50 %时效果可能

达到最优.

4　基于最大似然法的参数估计
　　对于最大似然法 ,传统的梯度搜索策略得到的

大多为局部最优解.为避免陷入局部最优解 ,本文采

用先设定参数的范围 ,然后用进化算法来最小化对

数似然函数以得到全局最优解.若不锁定参数的范

围 ,也用最大似然法来估计参数 ,则要遍历整个参数

空间.对此 ,提出采用模拟退火算法来产生一个马尔

可夫链以寻求全局最优解.

4 . 1　对数似然函数

对式 (7) 取对数 ,不失一般性 ,这里取 ( - log) 似

然函数以将问题转换为搜索极小值问题 ,得到

( - 1) log f ( Y N |θ) =

- log∏
N

k = 1
f ( Y k | Y k- 1 , ⋯, Y1 ,θ) =

- ∑
N

k = 1
log f ( v̂ k | Y k- 1 , ⋯, Y1 ,θ) =

(0 . 5) ∑
N

k = 1

{ log | ψk | + v̂T
kψ- 1

k v̂ k } +
nN
2

log2π.

(10)

4 . 2　进化算法

这里的目的是最小化式 (10) ,以得到模型中的

未知参数.这是一个非凸优化问题 ,而且一般有许多

个峰度.对于此问题 ,传统的方法是基于梯度的搜索

策略 ,所得到的大多是局部最优解.为得到全局最优

解 ,本文提出了基于进化计算的搜索策略.

在实数编码遗传算法中 ,除了杂交算子外 ,群体

进化模型对优化性能起着重要的作用.最近 ,Deb[9 ]

提出了一种基于群的算法发生器.他将搜索分为 4

个独立的策略 :1) 选择策略 ;2) 产生后代策略 ;3) 替

换策略 ;4) 更新策略.受 Deb算法发生器的启发 ,文

献[10 ]设计了一种具体的计算模型来求解约束优

化问题.在此基础上 ,本文提出一种类似的计算模型

———实数编码的进化计算模型 ,以求解无约束优化

问题.具体步骤如下 :

Step1 : 初始化种群 P ,令遗传代数为 gen = 0 .

Step2 : 从第 gen 代群体中随机抽取μ个父体

(集合 Q) , P = P - Q.

Step3 : 用单形杂交算子从μ个父体中产生λ个

后代个体.

Step4 : 从λ个后代个体中找出适应值最好的个

体ξ.

Step5 : 设 Q中有 m 个个体的适应值比ξ的差.

1) 如果 m = 0 ,则没有替换 ;

2) 如果 m = 1 ,则用ξ替换 Q中相应的个体 ;

3) 如果 m > 1 ,则用ξ替换 Q中最差的个体.

Step6 : P = P ∪Q , gen = gen + 1.如果 gen <

M ,则转 Step2 ;否则 ,终止程序.

此模型具有协调算法的探索和开发的能力.在

早期搜索中 ,从群中随机选取一些个体 ,它们的方差

比较大 ,因此 ,从它们中产生的个体可以探索更广的

88



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 1 期 甘 敏等 : L TI状态空间模型的参数估计 　 　 　

区域.到了后期 ,搜索群体方差变小 ,这就保证了搜

索集中在临近最优点区域 ,然后收敛于最优点. 此

外 ,从后代群体中选取最好的个体并动态地替换父

代中最差的个体 ,这可保证算法在早期对全局信息

和在晚期对局部信息的开发能力.

4 . 3　模拟退火算法

这里的目的是最大化式 (7) ,即 f ( Y N |θ) .对于

这样一个似然度 ,可以用 Metropolis2Hastings算法

生成一个固定分布 f ( Y N |θ) 的马尔可夫链来估计

全局最优解 ,即

θ̂ = arg max
θ

i ; i = 1 , ⋯, n
f ( Y N |θi ) . (11)

但是这种方法非常低效 ,因为随机取样很难落到最

优区域附近.一种高效的策略是采用模拟退火.这种

技术可生成一个非同质的马尔可夫链 ,即在第 i 次

迭代不再是固定分布等于 f ( Y N |θ) ,而是 f i ( Y N |

θ) ∝ f 1/ T i ( Y N |θ) ,其中 T i 是递减的冷却策略 ,且

lim
i→∞

T i = 0 .在弱正规性条件假定下 , f ∞ ( Y N |θ) 是一

个集中在 f ( Y N |θ) 的全局极大值区域的概率密度.

模拟退火算法的具体步骤如下 :

Step1 : 令 t = 0 ,初始化θt , T0 = 1 ,用式 (7) 计

算 f ( Y N |θt ) ,令 t = t + 1 .

Step2 : 从取样分布 q(θt |θt- 1 ) 中抽取一个θ3
t .

Step3 : 用式 (7) 计算 f ( Y N |θ3
t ) .

Step4 : 从均匀分布 U (0 ,1) 中抽取一个随机数

χ
t

,如果

χ
t
≤ f ( Y N |θ3

t ) 1/ T i q (θt- 1 |θ3
t )

f ( Y N |θt- 1 ) 1/ T i q (θ3
t |θt- 1 )

,

则θt =θ3
t ;否则θt =θt - 1 .如果 t < M ,则令 t = t +

1 ,根据选择的冷却策略设置 T t+1 ,转 Step2 ;否则 ,终

止程序.

5　数值实验及分析
　　为验证本文所提出算法的有效性 ,现举例说

明.假设在模型 (1) 中

A =
a 0 . 15

0 . 45 b
, C =

1 c

d 1
,

Q =
σ21 0

0 σ22
, R =

0 . 042 0

0 0 . 042
.

其中 : a , b , c , d ,σ1 ,σ2 是未知常量 ; X0 ～ N (10 ,

0 . 12 ) . 则模型中的参数向量θ= [ a , b , c , d ,σ1 ,σ2 ] ,

其真实值为 [0 . 85 , 0 . 55 , 0 . 35 , 0 . 75 , 0 . 5 , 0 . 5 ].

在此真实值和初始状态下随机产生 500 组观测数

据 ,并将其作为实际的观测值.

对于贝叶斯推断法 ,参数的先验分布由表 1 给

出 ,将参数全部设定为均匀分布是为了便于同其他

两种方法进行比较.每一次实验都抽取 10 000个样

本值 ,选取随机游走链的取样分布并使接受率在

40 %左右.对于进化算法 ,所有未知参数的范围都

是[0 ,1 ].对于模拟退火算法 , 初始化参数设为 [0 ,

0 ,0 ,0 ,0 ,0 ].

表 1　参数θ的先验分布

参数 分 　布 超参数

a Uniform 0 , 1

b Uniform 0 , 1

c Uniform 0 , 1

d Uniform 0 , 1

σ1 Uniform 0 , 1

σ2 Uniform 0 , 1

　　文献[11 ]中 , Peng等提出了在最大似然法框架

下基于 Nelder2Mead方法的参数估计方法.这种方

法的缺点是结果的质量依赖于初始参数的选取.用

各种方法估计未知参数的实验结果由表 2给出.表 2

中的结果是每种算法做 10 次实验的均值和标准差

(括号内为标准差) .因为 Nelder2Mead是确定性搜

索方法 ,所以其标准差均为 0 .

表 2　各种方法的估计结果

参
数
真实值

贝叶斯
推断

进化算法 模拟退火
Nelder2
Mead

a 0 . 85
0 . 825

(0 . 010)

0 . 832
(0 . 35E23)

0 . 831
(0 . 002 2)

0 . 801
(0)

b 0 . 55
0 . 600

(0 . 021)

0 . 588
(0 . 88E23)

0 . 591
(0 . 005 5)

0 . 653
(0)

c 0 . 35
0 . 366

(0 . 015)

0 . 355
(0 . 45E23)

0 . 357
(0 . 003 3)

0 . 398
(0)

d 0 . 75
0 . 698

(0 . 011)

0 . 703
(0 . 88E23)

0 . 701
(0 . 003 9)

0 . 663
(0)

σ1 0 . 50
0 . 494

(0 . 004)

0 . 492
(0 . 17E23)

0 . 491
(0 . 001 3)

0 . 478
(0)

σ2 0 . 50
0 . 491

(0 . 008)

0 . 485
(0 . 37E23)

0 . 486
(0 . 001 4)

0 . 507
(0)

　　由表 2可以看到 ,贝叶斯推断、进化算法和模拟

退火 3种方法都得到了较好的结果 (只有参数 b和 d

的误差为 0 . 05 ,其他参数都在 0 . 02左右) ,且明显好

于 Nelder2Mead方法得到的结果.比较本文所论述

的 3种方法估计结果的均值可以看到 ,进化算法和

模拟退火的结果非常相似 ,且稍好于贝叶斯推断.再

观察 3种方法较小的标准差 ,说明了算法具有较强

的鲁棒性.其中 ,进化算法得到的结果的标准差要比

另外两种方法小得多 ,而且进化算法不需要选取取

样分布函数.因此综合来看 ,进化算法的性能最高.

表 3给出了各种方法运行的平均计算时间.可
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以看到 , Nelder2Mead的时间最短 ,进化算法次之 ,

而贝叶斯推断和模拟退火所用的时间最长.

表 3　各种方法的平均运行时间 s　

方 法 贝叶斯推断 进化算法 模拟退火 Nelder2Mead

平均时间 581 455 585 172

　　由于 L TI状态空间模型是一个随机动态系统 ,

上面得到的结果和真实值之间还是稍有差距.如果

从观测值中能得到更多的信息 ,即观测误差更小 ,则

可得到更精确的结果.比如 ,观测噪声的协方差矩阵

变为 R = [ 0 . 012 　0 ;0　0 . 012 ] ,其他参数不变 ,则

估计的结果如表 4所示.

表 4　在观测噪声协方差更小情况下的估计结果

参数 真实值 贝叶斯推断 进化算法 模拟退火

a 0 . 85
0 . 843

(0 . 005 2)

0 . 846
(0 . 35 E24)

0 . 846
(0 . 001 1)

b 0 . 55
0 . 543

(0 . 005 2)

0 . 539
(0 . 98 E24)

0 . 539
(0 . 002 8)

c 0 . 35
0 . 342

(0 . 009 3)

0 . 339
(0 . 63 E24)

0 . 339
(0 . 001 8)

d 0 . 75
0 . 742

(0 . 008 7)

0 . 746
(0 . 64 E24)

0 . 746
(0 . 002 1)

σ1 0 . 50
0 . 484

(0 . 003 0)

0 . 482
(0 . 49 E24)

0 . 481
(0 . 001 0)

σ2 0 . 50
0 . 506

(0 . 005 7)

0 . 503
(0 . 50 E24)

0 . 503
(0 . 001 8)

6　结 　　论
　　本文用 3 种方法研究了 L TI状态空间模型的

参数估计问题.实验结果表明 ,3种方法都能有效地

估计出模型中的未知参数 ,而且进化算法得到的结

果要优于贝叶斯推断和模拟退火.另外 ,进化算法不

需选取取样分布 ,因而在实际应用中更为方便.
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