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Markov跳变系统的有限时间状态反馈镇定

何舒平 , 刘　飞
(江南大学 自动化研究所 , 江苏 无锡 214122)

摘　要 : 讨论一类含有限能量未知扰动的线性 Markov跳变系统的有限时间镇定问题.针对连续系统和离散系统两

种情况 ,利用构造的 L yapunov2Krasovskii函数 ,并结合线性矩阵不等式方法 ,分别证明并给出了跳变系统有限时间

镇定控制器有解的充分条件.采用该方法设计的镇定控制器可使连续系统和离散系统对所有满足条件的未知扰动是

有限时间有界和有限时间镇定的.最后通过数值示例表明了该设计方法的有效性.
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Abstract : The finite time stabilization problem for a class of linear Markov jump systems with norm bounded

exogenous disturbance is considered. For the continuous system and discrete system , sufficient conditions that the

solution of finite time stabilization controller is existed are respectively given and proved by using the const ructed

Lyapunov2Krasovskii functional approaches and linear matrix inequalities technuqiues. The designed finite time

stabilization controller makes jump systems finite2time bounded and finite2time stable for all the admissible exogenous

disturbances. Finally , simulation result s illust rate the effectiveness of the developed approaches.
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1　引　　言
　　在控制理论的研究中 ,人们长期关注的是系统

在无限时间区间内的特性.但在实际工业过程中 ,除

了系统的稳态性能外 ,暂态性能有时尤其重要 ,比如

要求控制系统的轨迹不能超过某一个给定的界限.

实际上 ,一个稳定的系统可能具有较坏的暂态性能

(如振荡剧烈) ,从而造成很坏的影响 ,无法满足工业

生产要求.为解决系统的暂态性能问题 ,Dorato [1 ]提

出了短时间稳定性 (即有限时间稳定性)的概念 ,进

而分析了系统的有限时间控制问题.一般而言 ,一个

系统在理想状态下运行的可能性很小 ,总是不可避

免地存在外部干扰和噪声.为使有限时间稳定性更

具一般性 , Amato 等[2 ,3 ] 提出了有限时间有界
( F TB)的概念 ,并将相关概念拓展到有限时间镇定

( F TS)问题[4 ] .在针对系统有限时间控制问题的研

究中 ,学术界已经取得了很好的成果[128 ] ,但现有的

结论大都集中于常规线性系统或奇异系统方面的研

究 ,鲜有文献涉及随机系统的相关问题.

作为一类重要的动态随机系统———Markov跳

变系统 ,自 20世纪 60 年代初提出其二次型控制[9 ]

以来 ,此类系统的应用越来越广泛.它可以抽象为时

间演化和事件驱动两类动态机制 ,由一系列基于有

限模态集的 Markov链建立关系的线性 (或非线性)

系统通过互相切换而组成.在现有研究中 ,针对跳变

系统的稳定性分析[10212 ]已取得了一定的成果 ,在随

机控制[ 13215 ]和滤波[16 ]方面的研究也取得了很大的

进展.但现有的结论主要集中于跳变系统在无限时

间区间内的特性 ,很少关注系统在有限区间内的暂
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态性能.

本文针对一类含未知干扰的线性跳变系统 ,在

连续和离散两种情形下 ,分别讨论其 F TB 和 F TS

问题.利用构造的 L yap unov2Krasovskii 函数 ,并结

合线性矩阵不等式 (L MIs)方法 ,证明并给出了跳变

系统 F TS控制器有解的充分条件.数值例子显示了

设计方法的有效性.

2　系统描述
　　考虑如下连续时间 Markov跳变系统 :

Ûx ( t) = A ( rt ) x ( t) + B ( rt ) u( t) + B d ( rt ) d ( t) ,

x ( t) = x0 , rt = r0 , t = 0 .

(1)

其中 : x ( t) ∈Rn是系统的状态向量 ; u( t) ∈Rm是系

统的控制向量 ; d ( t) ∈R p 是未知输入信号 (包括扰

动、噪声等) ; x0 , r0分别是系统的初始状态和初始模

态 ; A ( rt ) ∈Rn×n , B ( rt ) ∈Rn×m , B d ( rt ) ∈Rn×p分别

为已知的与模态 rt 相关的适当维数的系数矩阵 ,其

中 rt表示系统的模态 ,为在有限集合 M = { 1 ,2 , ⋯,

N} 中随时间 t取值的 Markov随机过程 ,其跳变转

移概率矩阵为Π = (πij ) ( i , j ∈M) .跳变转移率的

定义为

Pr{ rt+Δt = j | rt = i} =

πijΔt + o(Δt) , i ≠ j ;

1 +πiiΔt + o(Δt) , i = j .
(2)

式中 :Δt →0且有Δt →0时 o(Δt) /Δt →0 ;πij 表示

从模态 i跳变到模态 j的转移概率 ,当 i ≠j时 ,πij ≥

0 ,并有 ∑
N

j = 1 , j≠i

πij = - πii 成立.为方便起见 ,当 rt = i

时 ,分别用 A i , B i , B di 表征 A ( rt ) , B ( rt ) , B d ( rt ) .在

有限时间 T > 0内 ,未知输入信号 d ( t) 满足如下条

件 :

∫
T

0
dT ( t) d ( t) d t ≤ d , d ≥0 . (3)

　　对于系统 (1) ,考虑如下状态反馈控制器 :

u( t) = Ki x ( t) , (4)

其中 Ki ∈Rm×n .则可得到闭环控制系统

Ûx ( t) = ( A i + B i K i ) x ( t) + B di d ( t) . (5)

　　本文的主要目的是研究系统 (5) 的有限时间镇

定问题 ,并获取其有限时间有界的充分条件.在文献

[127 ]的基础上 ,先给出如下关于跳变系统的定义.

定义 1　设 u( t) = 0 ,连续跳变系统 (1) 是关于

( c1 　c2 　T　R i 　d) 有限时间有界 ( F TB) 的 ,如果

对于满足条件 (3) 的 d ( t) ,有如下条件成立 :

x T
0 R i x 0 ≤c1 ] x T ( t) R i x ( t) < c2 ,

Π t ∈[0　T ]. (6)

其中 :c1 < c2 , R i > 0 , T为给定的正整数.

定义 2　设 u( t) = Ki x ( t) ,连续跳变系统 (1)

是关于 ( c1 　c2 　T　R i 　d) 有限时间镇定 ( F TS)

的 ,如果对于满足条件 (3) 的 d ( t) ,均有式 (6) 成立.

其中 :c1 < c2 , R i > 0 , T为给定的正整数 , d为未知

输入信号 d ( t) 的上界.

注 1　对于定义 1 而言 ,如果未知输入信号

d ( t) = 0 ,则系统 F TB的概念便退化为有限时间稳

定 ,即在满足定义 1 的相关条件下 ,连续跳变系统

(1) 是关于 ( c1 　c2 　T　R i ) 有限时间稳定的.

注 2　针对跳变系统 (1) ,系统 Lyap unov随机

稳定 (或镇定) 和有限时间稳定 (或镇定) 是两个不

同的概念 ,系统 L yap unov随机稳定 (或镇定) 不能

保证有限时间稳定 (或镇定) ;相反 ,有限时间稳定

(或镇定) 也并不能保证随机稳定 (或镇定) . 在此 ,

本文讨论闭环控制系统 (5) 的 F TB和 F TS问题 ,即

设计合适的状态反馈控制器 ,使得原系统 F TS.

3　连续跳变系统的主要结论
　　引理 1　设 u( t) = 0 ,连续时间跳变系统 (1) 是

关于 ( c1 　c2 　T　R i 　d) F TB 的 ,如果存在常数α

> 0 ,受限于模态的正定矩阵 Pi ∈Rn×n 和正定对称

矩阵 Q ∈R p×p ,使得如下不等式成立 :

A T
i P i + Pi A i + ∑

N

j = 1

πij P j - αP i P iB di

B T
di P i - αQ

< 0 ,

(7)

c1σP + dσQ (1 - e -αT )
σp

< e -αT c2 . (8)

其中

σP = max
i∈M
σmax ( �Pi ) ,σQ =σmax ( Q) ,

σp = min
i∈M
σmin ( �Pi ) , �Pi = R - 1/ 2

i P i R
- 1/ 2
i .

　　证明 　当 u( t) = 0 时 , 构造 L yap unov2
Krasovskii函数为 V ( x ( t) , i) = x T ( t) Pi x ( t) ,沿着

系统 (1) 的轨迹 ,求取 V ( x ( t) , i) 的弱无穷小算子 ,

即有

ΓV ( x ( t) , i) =

lim
Δt→0

1
Δt

[ E{ V ( x ( t +Δt) , rt+Δt , t +

Δt) } - V ( x ( t) , i) ] =

x T ( t) [ A T
i P i + Pi A i + ∑

N

j = 1

πij P j ] x ( t) +

2 x T ( t) Pi B di d ( t) .

　　由不等式 (7) 不难看出

ΓV ( x ( t) , i) <αV ( x ( t) , i) +αd T ( t) Qd ( t) .

　　对上式两边同时乘以 e -αt ,则有

29
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Γ[e -αt V ( x ( t) , i) ] <αe -αt d T ( t) Qd ( t) .

　　显然 ,对于 Πt ∈[0　T ] ,有如下不等式成立 :

e -αt V ( x ( t) , i) - V ( x0 , r0 ) <

α∫
t

0
e -αs d T ( s) Qd ( s) ds.

　　若定义 �Pi = R - 1/ 2
i P i R

- 1/ 2
i ,并记 �Pi的最大特征、

最小特征值和 Q的最大特征值分别为σP ,σp ,σQ ,则

由以上方程式可得

V ( x ( t) , i) = x T ( t) Pi x ( t) <

αdσQeαt∫
t

0
e -αs ds + eαt V ( x0 , r0 ) <

eαt [V ( x0 , r0 ) + dσQ (1 - e -αt ) ] <

eαT [ c1σP + dσQ (1 - e -αT ) ].

　　另一方面

V ( x ( t) , i) = x T ( t) Pi x ( t) ≥σp x T ( t) R i x ( t) ,

从而可得

x T ( t) R i x ( t) <
eαT [ c1σP + dσQ (1 - e -αT ]

σp
.

　　显然 ,对于 Πt ∈[0　T ] , x T ( t) R i x ( t) < c2 可

由不等式 (8) 保证. □

定理 1　连续跳变系统 (5) 是关于 ( c1 　c2

T　R i 　d) F TS的 ,如果存在常数α> 0和受限于模

态的正定矩阵 X i ∈Rn×n ,受限于模态的矩阵 Y i ∈

Rm×n 以及正定对称矩阵 Q ∈R p×p ,使得如下矩阵不

等式成立 :

L ( X i , Y i ) B di M ( X i )

B T
di - αQ 0

M T ( X i ) 0 N ( X i )

< 0 , (9)

σ1 R - 1
i < X i < R - 1

i , (10)

0 < Q <σ2 I , (11)

- e -αT c2 +σ2 d (1 - e -αT ) c1

c1 - σ1
< 0 . (12)

其中

L ( X i , Y i ) = X i A
T
i + A i X i + B i Y i +

　　　 　 　Y T
i B i +πii X i - αX i ,

M ( X i ) = [ πi1 X i 　⋯　 πi ( i- 1) X i ;

　　　　 πi ( i+1) X i 　⋯　 πiN X i ] ,

N ( X i ) =

- diag{ X1 　⋯　X i- 1 　X i+1 　⋯　X N } .

进而 ,可以得到 F TS控制器 Ki = Y i X - 1
i .

证明 　将 A i 用 A i + B i K i 代替并代入不等式

(7) ,则不等式 (7) 可等价为

Ξi - αP i P iB di

B T
di P i - αQ

< 0 ,

其中

Ξi = ( A i + B i K i )
T Pi +

Pi ( A i + B i K i ) + ∑
N

j = 1

πij P j .

　　用对角矩阵 diag{ P- 1
i 　I} 分别左、右乘以以上

矩阵不等式 ,并取 X i = P- 1
i , Y i = Ki X i ,反复运算即

可得到线性矩阵不等式 (9) .

另一方面 , 取 �Pi = R1/ 2
i X i R

1/ 2
i ,特征值定义同

引理 1 ,并考虑到

max
i∈M
σmax ( X i ) =

1
min
i∈M
σmin ( Pi )

,

则由条件 (8) 可得

c1

σp
+ dσQ (1 - e -αT ) <

e -αT c2

σP
. (13)

由于 R i 是给定的正定矩阵 ,显然 ,从条件 (10) 和

(11) 可得σ1 ≤σp ,σP ≤1 ,σQ ≤σ2 .代入式 (13) 便可

方便地得到不等式 (12) . □

注 3　注意到矩阵不等式 (9) 和 (12) 是非线性

的 ,但当α确定后 ,式 (9) 和 (12) 即为关于 X i , Y i , Q ,

σ1 和σ2 的线性矩阵不等式. 其实 ,针对给定的 c1 ,

F TS控制器的设计可以考虑为关于求 c2 最小值的

一个优化问题 ,即对 L MIs (9) ～ (12) 优化求解 ,则

有

min
X i , Y i , Q ,σ1 ,σ2 , c2

c2 ,

s. t . L MIs (9) ～ (12) . (14)

4　离散跳变系统的主要结论
　　模态 rk 是随着时间 k 在有限集合 M = { 1 ,2 ,

⋯, N} 中取值的时齐 Markov链 ,其转移概率为

Pr{ rk+1 = j | rk = i} = pij . (15)

其中 : p ij > 0 , Πi , j ∈M ,∑
N

j = 1
p ij = 1 .

考虑如下离散时间 Markov跳变系统 :

x k+1 = A ( rk ) x k + B ( rk ) uk + B d ( rk ) dk ,

x k = x0 , rk = r0 , k = 0 .
(16)

其中 : x k ∈Rn是系统的状态向量 ; uk ∈Rm是系统的

控制向量 ; dk ∈R p是未知输入信号 (包括扰动、噪声

等) ; x0 , r0 分别是系统的初始状态和初始模态 ;

A ( rk ) ∈Rn×n , B ( rk) ∈Rn×m , B d ( rk ) ∈Rn×p分别为

已知的与模态 rk 相关的适当维数的系数矩阵.与连

续系统一样 ,为方便起见 ,当 rk = i时 ,分别用 A i ,

B i , B di 表征 A ( rk) , B ( rk ) , B d ( rk ) .在有限时间步长

S > 0内 ,未知输入信号 dk 满足如下条件 :

∑
S

l = 1
dT

k d k ≤ d , d ≥0 . (17)

　　对于离散时间跳变系统 (16) ,考虑如下状态反

馈控制器 :

uk = Ki x k , (18)

39
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其中 Ki ∈Rm×n .则可得到闭环控制系统

x k+1 = ( A i + B i K i ) x k + B di d k . (19)

　　对于离散跳变系统 (16) ,为了获取其 F TB 和

F TS的充分条件 ,先给出如下定义.

定义 3　设 uk = 0 ,离散跳变系统 (16) 是关于

( c1 　c2 　S 　R i 　d) F TB 的 , 如果对于满足条件

(17) 的 dk ,有如下关系成立 :

x T
0 R i x 0 ≤c1 ] x T

k R i x k < c2 ,

Πk ∈{ 1 ,2 , ⋯, S} . (20)

其中 :c1 < c2 , R i > 0 , S为给定的正整数.

定义 4　设 uk = Ki x k ,离散跳变系统 (16) 是关

于 ( c1 　c2 　S 　R i 　d) F TS的 ,如果对于满足条件

(17) 的 dk ,均有式 (20) 成立.其中 :c1 < c2 , R i > 0 ,

S为给定的正整数.

注 4　如果未知输入信号 dk = 0 ,系统 F TB便

退化为有限时间稳定. 同样 , 离散跳变系统

(16) Lyap unov随机稳定 (或镇定) 和有限时间稳定

(或镇定) 也是两个不同的概念 ,二者之间并无互相

确保的联系.

类似于引理 1 和定理 1 的证明过程 ,可以得到

如下引理 2 和定理 2 ,即设计合适的状态反馈控制

器 ,使得闭环系统 (19) 是 F TB与 F TS的.

引理 2　设 uk = 0 ,离散跳变系统 (16) 是关于

( c1 　c2 　S 　R i 　d) F TB的 ,如果存在常数β≥1 ,

受限于模态的正定矩阵 Pi ∈Rn×n 和正定对称矩阵

Q ∈R p×p ,使得如下矩阵不等式成立 :

∑
N

j = 1

p ij A T
i P j A i - βP i ∑

N

j = 1

p ij A T
i P j B di

∑
N

j = 1
pij B

T
di P j A i ∑

N

j = 1
p ij B

T
di P j B di - βQ

< 0 ,

(21)

σPc1 +σQ d <β- S c2σp . (22)

其中

σP = max
i∈M
σmax ( �Pi ) ,σQ =σmax ( Q) ,

σp = min
i∈M
σmin ( �Pi ) , �Pi = R - 1/ 2

i P i R
- 1/ 2
i .

　　定 理 2　 离 散 跳 变 系 统 (16) 是 关 于

( c1 　c2 　S 　R i 　d) F TS的 ,如果存在常数β≥1 ,

受限于模态的正定矩阵 X i ∈Rn×n ,受限于模态的矩

阵 Y i ∈Rm×n和正定对称矩阵Q ∈R p×p ,使得如下不

等式成立 :

- βX i 0 L T
1 i

0 - βQ L T
2 i

L 1 i L 2 i Z i

< 0 , (23)

σ1 R - 1
i < X i < R - 1

i , (24)

0 < Q <σ2 I , (25)

σ2 d -
c2

βS c1

c1 - σ1

< 0 . (26)

其中

L T
1 i = [ p i1 ( A i X i + B i Y i )

T 　⋯

　　　 p iN ( A i X i + B i Y i )
T ] ,

L T
2 i = [ p i1 B T

di 　⋯　 piN B T
di ] ,

Zi = - diag{ X1 　⋯　X N } .

进而 ,可以得到 F TS控制器 Ki = X - 1
i Y i .

注 5　因为研究的是有限时间控制问题 ,对于

未知输入信号 d ( t) 和 dk ,可以设定为 dT ( t) d ( t) ≤

d或 d T
k d k ≤d.显然 ,满足此设定条件的未知输入信

号可以保证条件 (3) 和 (17) 成立.

注 6　类似于定理 1 ,注意到式 (23) 和 (26) 并

不是线性矩阵不等式 ,但当β确定以后 ,式 (23) 和

(26) 即为关于 X i , Y i , Q ,σ1 和σ2 的线性矩阵不等

式.同时 ,针对给定的 c1 , F TS控制器的设计可以考

虑为关于求 c2 最小值的一个优化问题 , 即对

L MIs (23) ～ (26) 优化求解 ,则有

min
X i , Y i , Q ,σ1 ,σ2 , c2

c2 ,

s. t . L MIs (23) ～ (26) . (27)

5　数值示例
　　例 1　考虑连续 Markov跳变系统 (1) 存在两

个模态 ,即 M = { 1 ,2} ,其系数矩阵分别为

　　模态 1

A 1 =
2 . 2 3

- 3 - 2 . 5
,

B1 =
0 . 2

0 . 4
, B d1 =

- 0 . 2

0 . 1
;

　　模态 2

A 2 =
- 3 . 5 - 2 . 2

2 - 3 . 2
,

B1 =
0 . 1

- 0 . 2
, B d1 =

0 . 1

- 0 . 1
.

　　反映各个模态间转移率的转移概率矩阵为

Π =
- 2 2

1 - 1
.

　　考虑到连续 Markov 跳变系统 (1) 关于

(1　c2 　2　I2 　2) ( I2 是二阶单位阵) 是闭环 F TS

的 ,并令α = 2 .由定理 1和式 (14) 的优化算法可得

( c2 ) min = 70 . 919 1 ,对应的 F TS控制器为

K1 = 1 . 0 ×103 ×[ - 2 . 541 8　 - 4 . 132 1 ] ,

K2 = 1 . 0 ×103 ×[ - 3 . 833 3　8 . 350 5 ].

　　例2　考虑一类离散Markov跳变系统 (16) ,假
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设其具有两个模态 ,模态之间的跳转由 Markov链

确定 ,其转移概率矩阵分别为[ p ij ] =
0 . 4 0 . 6

0 . 5 0 . 5
,

其系数矩阵同式 (1) .

考虑到连续 Markov 跳变系统 (16) 关于

(4　c2 　4　I2 　2) 是闭环 F TS的 ,并令β= 2 ,由定

理 2和式 (27) 的优化算法可得 ( c2 ) min = 39 . 384 6 ,

对应的 F TS控制器为

K1 = [2 . 026 9　 - 0 . 038 7 ] ,

K2 = [ - 0 . 963 9　 - 31 . 787 9 ].

6　结　　论
　　本文将 F TB 和 F TS的概念引入随机 Markov

跳变系统 ,在连续系统和离散系统两种情形下 ,分别

讨论其有限时间状态反馈镇定控制器设计问题.利

用构造 Lyap unov2Krasovskii 函数的方法和线性矩

阵不等式算法 ,证明并给出了 F TS控制器有解的充

分条件.数值示例表明 ,采用该方法设计的镇定控制

器使得连续系统和离散系统对所有满足条件的未知

扰动是 F TB和 F TS的.
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