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极小2极大2加系统 ( F , G , H)的能达能观性

朱忠熏1 , 陈文德2 , 宁　娣1

(1.中南民族大学 计算机科学学院 , 武汉 430074 ; 2.中国科学院 数学与系统科学研究院 , 北京 100080)

摘　要 : 在数字电路中 ,两个时间信号通过逻辑电路的“与”门相当于极大运算 ,“或”门相当于极小运算.因此 ,极小2
极大2加系统可用于数字电路的时间分析.对于非线性极强的极小2极大2加系统 ( F, G, H) ,引入了分别能达和上限能

观的概念.利用图论的方法给出了极小2极大2加系统 ( F , G, H)的状态变量 x t 为分别能达分量的充要条件 ,同时 ,还

得到了 x t 为上限能观分量的充要条件.
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Abstract : In digital circuit , that two time signals pass through“and”door of logical circuit is about equal to max

operation and“or”is min operation. Therefore , the min2max2plus systems can be used to the time analysis of digital

circuit . In this paper , for min2max2plus systems ( F, G, H) , in which nonlinear are very st rong , the conceptions of

respective reachability and upper2level observability are int roduced. The sufficient and necessary conditions for the

state variable’s respective reachability and upper2level observability of min2max2plus systems ( F, G, H) are obtained

respectively by using the graph theory method.
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1　引　　言
　　以制造系统﹑计算机网﹑通讯网等为应用背景

的离散事件动态系统 (DEDS) ,可用极大2加代数建
模成线性系统 ( A , B , C) ,20多年来 ,成果丰富.以数

字电路时间分析等为应用背景的极小2极大2加系统
的理论正在开拓.最早的模型是自治系统

x ( k + 1) = F( x ( k) ) ,

其中 F( x) 是极小 2极大函数.有展开式

F( x) = ∧
r∈l

( A r x ) ,

A r是 F ( x) 的极大 2加投影 , A r ∈Dn×n , x ( k) ∈Dn ,

D = ( R ∪{ - ∞} , ∨, +) 称为极大 2加代数 ,其中

a ∨b = max ( a , b) . I是 F ( x) 所有极大 2加投影指
标 r的集合.对运算 ∧规定 a ∧b = min ( a , b) .

Olsder [1 ] 首先研究了自治系统的特征值问题.

Gunawardena等人[2 ,3 ] 对自治系统进行了系列研

究 ,并证明了重要而基本的对偶定理[3 ] . Zhao 等

人[4 ] 研究了极小 2极大系统的结构和全局周期时间
的存在性. Cheng等人[5 ,6 ] 证明了极小 2极大系统轨
道的周期性 ,同时给出了计算周期时间的有效算法.

文献[7 ]首次提出了如下非自治极小 2极大2加
系统 :

x ( k + 1) = F( x ( k) ) ∨B ( u( k) ) ,

y ( k) = Cx ( k) .

其中 : F( x) 同上 , B ∈Dn×q , C ∈D p×n , u( k) ∈Dq ,

y ( k) ∈D p .该系统简记为 ( F , B , C) . ( F , B , C) 相对

于 ( A , B , C) 是非线性的 ,因而更加困难和复杂. 文

献[7 ]得到了 ( F , B , C) 的极点能合并配置的充要条
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件.此后便开始了极小 2极大2加系统的控制理论的
研究.文献[8212 ]系统地研究了 ( F , B , C) 的能达能

观性﹑极点 (周期时间) 配置和镇定等问题. 最近 ,

陶跃刚和刘国平[13 ,14 ] 研究了非自治极小 2极大2加
系统

x ( k + 1) = F( x ( k) ) ∨G( u( k) ) ,

得到了镇定且极点能配置的充分条件.其中 G( u) 是

极小 2极大函数 ,有展开式 G( u) = ∧
s∈J

( B s u) ,其他

同 ( F , B , C) . 此系统简记为 ( F , G) . 系统 ( F , G) 比

( F , B , C) 的非线性程度更强 ,更复杂.

能达能观性是控制理论中重要的基本概念.对

于极大 2加系统 ( A , B , C) ,王龙和郑大钟[15 ] 提出了

分别能达性 ;张梅和吴智铭[16 ] 提出了分别能达性和

上限能观性.这些是与先前 Cohen等人提出的结构

能达能观性不同的概念. 对于系统 ( A , B , C) ,这两

类概念等价 ,但各自反映了系统的不同侧面. 文献

[10 ]给出了极小 2极大2加系统 ( F , B , C) 分别能达

的定义与判据 ,指出它与结构能达不等价.文献[12 ]

给出了系统 ( F , B , C) 上限能观的定义与判据 ,并改

进了分别能达判据.本文在此基础上研究更一般、非

线性更强的极小 2极大 2加系统
x ( k + 1) = F( x ( k) ) ∨G( u( k) ) ,

y ( k) = H ( x ( k) ) ,

其中 H ( x) 是极小 2极大函数. 有展开式 H ( x)

= ∧
e∈E

( Ce x ) ,其他同 ( F , G) . 此系统简记为 ( F , G,

H) ,并得到了该系统分别能达或上限能观的充要条

件.

2　分别能达性

　　定义 1　对于极大 2极小函数 F ( x) = ∧
r∈l

( A r x ) ,记 A r的 i行 j 列元素为 a ij ( r) .由 F( x) 可以

确定一个图 , 它有 n 个顶点 1 ,2 , ⋯, n. 规定 : 当

aij ( r) ≠- ∞时 , j到 i有弧 ,重为 aij ( r) ,且着颜色 r;

当 aij ( r) = - ∞时 , j到 i没有着颜色 r的弧.此图称

为 F( x) 的着色有向伪图 ,简称 F( x) 的图 ,记为

g ( F) .

定义 2　在 g ( F) 中添加 q + p个点 ,即 u1 , u2 ,

⋯, uq , y1 , ⋯, y p .当 B s的 i行 j 列元素 bij ( s) ≠- ∞

时 ,规定点 uj 到点 i有着颜色 s的弧 ,重为 bij ( s) ;否

则无弧.当 Ce的 i行 j 列元素 c ij ( e) ≠- ∞时 ,规定

点 j到点 y i有着颜色 e的弧 ,重为 cij ( e) ;否则无弧.

此图称为系统 ( F , G, H) 的图 ,简记为 g ( F , G, H) .

将 u1 , u2 , ⋯, uq合并成一点 u ,并保留各弧 ;将 y1 ,

y2 , ⋯, y p 合并成一点 y ,并保留各弧. 记所得图为

g 3 ( F , G, H) .

定义 3　 在系统 ( F , G, H) 中设 x (0) =

[ x1 (0) , ⋯, x n (0) ]T = Á , 其中 , Á = [ - ∞, ⋯,

- ∞]T . 若对任意指定的实数 �x t ,存在输入向量序

列 u(0) , ⋯, u( k) 使得终态分量 x t ( k + 1) = �x t ,则称

x t 是分别能达分量 ;否则称为非分别能达分量. 若

每个分量都是分别能达的 ,则称该系统是分别能达

的.

定义 4　在图 g 3 ( F , G, H) 中 ,称点 t为 N 步能

达点 ,如果 :

1) 对于每种颜色 r ,从 u到点 t至少有一条长为

N的路 ,路上第 1段弧 uv可着 J 中各色 ,而 v到 t是

长为 N - 1的 r色路 ;

2) 所有上述各条路中 ,对于每种颜色 r ,至少有

一条路中 t的上邻点 (即以点 t为终点的弧的起点)

为 N - 1步能达点.

为方便起见 ,对于每个 r ,记上述定义中的所有

为 N - 1 步能达点的上邻点的集合为 U N - 1 ( r) =

{ j ( r) } .

规定 : +总优先于 ∧, ∨.

类似于文献[10 ] ,易得以下引理 :

引理 1　系统 ( F , G, H) 的状态分量 x t 是分别

能达的 ,当且仅当存在某个 k ≥0 ,某个 u ∈Dq ,使得

Fk ( Gu) 的第 t个分量 ≠- ∞,其中 : Fk ( Gu) 表示

∧
r∈I

( A r ∧
r∈I

( A r ⋯ ∧
r∈I

( A r Gu) ⋯) )

k个∧
r∈I

,

k = 0时表示 Gu.

定理 1　系统 ( F , G, H) 的 x t 是分别能达的充

要条件是存在一个 N ,使得点 t为图 g 3 ( F , G, H) 中

的 N 步能达点.

证明 　1) 充分性.设

B s =

b11 ( s) ⋯ b1 q ( s)

… ω …

bn1 ( s) ⋯ bnq ( s)

,

则

Gu (0) = ∧
s∈J

B s u (0) =

∧
s∈J

b11 ( s) ⋯ b1q ( s)

… ω …

bn1 ( s) ⋯ bnq ( s)

u1 (0)

…

uq (0)

=

∧
s∈J

( ∨
1≤j≤q

( b·j ( s) + uj (0) ) ) . (1)

其中 :b·j ( s) 表示 B s的第 j 列 , b·j ( s) + uj (0) 表示在

B s 的第 j 列上每个分量上加 u j (0) .

N = 1时 ,设 t为一步能达点 ,对于每种色 s ,存

在一个 j ( s) ,使得 bt , j ( s) ( s) ≠- ∞.下面总取 u(0) =

911
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[0 ,0 , ⋯,0 ]T ,用 ( Gu (0) ) t 表示 Gu (0) 的第 t 个分

量.由式 (1) ,有

( Gu (0) ) t = ∧
s∈J

( ∨
1≤j≤q

b tj ( s) ) ≥

∧
s∈J

b tj ( s) ( s) ≠- ∞. (2)

由引理 1可知 , x t 是分别能达分量.

下面用归纳法证明.对于一般的 N 步能达点 t

有如下类似式 (2) 的式子成立 :

( FN - 1 Gu (0) ) t ≠- ∞. (3)

　　假设 N = k时 ,式 (3) 成立 ,则 N = k + 1时 ,有

( Fk ( Gu (0) ) ) t = ( F( Fk- 1 ( Gu (0) ) ) ) t =

∧
r∈I

( ∨
1≤j≤n

( at , j ( r) + ( Fk- 1 ( Gu (0) ) ) j ) ) ≥

∧
r∈I

( ∨
j ( r) ∈U k

( r)

( at , j ( r) ( r) +

( Fk- 1 ( Gu (0) ) ) j ( r) ) ) .

因为点 t为图 g 3 ( F , G, H) 中的 k + 1步能达点 ,对

于每个 r ∈ I ,至少存在一个 j ( r) ∈U k ( r) (其中

U k ( r) 表示 k 步能达点的集合) ,使得 at , j ( r) ( r) ≠

- ∞. 由归纳假设 ( Fk- 1 ( Gu (0) ) ) j ( r) ≠- ∞, 从而

( Fk ( Gu (0) ) ) t ≠ - ∞. 由引理 1知 , x t 是分别能达

分量.

2) 必要性 (反证法) .假设 x t 是分别能达分量 ,

但对任意的 N ,点 t不是图 g 3 ( F , G, H) 中的 N步能

达点.

N = 1时 ,因点 t不是图 g 3 ( F , G, H) 中的一步

能达点 ,故存在一种色 s0 ,使得 btj ( s0 ) = - ∞, Π j .

由 (1) 式知

( Gu (0) ) t = ∧
s∈J

( ∨
1≤j≤q

( btj ( s) + uj (0) ) ) =

∧
s∈J \ s0

( ∨
1≤j≤q

( btj ( s) + uj (0) ) ) ∧

( ∨
1≤j≤q

( btj ( s0 ) + uj (0) ) ) .

从而 , 对于任意的输入向量 u(0) , 均有 ( Gu (0) ) t

= - ∞.

下面用归纳法证明.对于一般的 N ,若 t不是 N

步能达点 ,则对任意的 u(0) ,有

( FN - 1 Gu (0) ) t = - ∞. (4)

假设 N = k时 ,点 t不是图 g 3 ( F , G, H) 中的 k步能

达点 ,对任意的 u(0) ,有式 (4) 成立 ,则 N = k + 1时

　　　( Fk ( Gu) ) t = ( F( Fk- 1 ( Gu) ) ) t =

　 ∧
r∈I

( ∨
1≤j≤n

( at , j ( r) + ( Fk- 1 ( Gu) ) j ) ) .

设 U k 表示所有 k 步能达点的集合 ,由归纳假设知 ,

对任意的 u ,有

( Fk- 1 ( Gu) ) t = - ∞, Π j | U k .

当任意一个 j ∈U k时 ,因为点 t不是图 g 3 ( F , G, H)

中的 k + 1 步能达点 , 所以存在一种色 r0 ( j) ,

at , j ( r0 ( j) ) = - ∞. Π j ∈U k .从而 ,有

( (∧
r∈I

A r)
k

( Gu) ) t
= - ∞,

所以式 (4) 成立.由引理 1知 , x t不是分别能达分量.

矛盾 !□

定理 1给出了分别能达的图论判据与解释.

3　上限能观性
　　定义 5　系统 ( F , G, H) 的 B s = <, Πs ∈J ,且

在初态 x (0) = [ x1 (0) , ⋯, x n (0) ]T 时 ,系统 ( F , G,

H) 输出有限序列{ y ( k) } N
k = 0 .若存在一个 N 使得从

{ y ( k) } N
k = 0 可解出有上限的 x t (0) ,则称 x t 是上限能

观分量 ;否则 ,称 x t 是非上限能观分量.若系统 ( F ,

G, H) 的 n个分量都是上限能观分量 ,则称系统 ( F ,

G, H) 是上限能观的.

定义 6　在图 g 3 ( F , G, H) 中 ,点 l称为点 t的

N 步出口 ,是指 :

1) 对于每种颜色 r ,点 t到点 l至少有一条长为

N 的 r色路 ;

2) 所有上述各条路中 ,对于每种颜色 r ,至少有

一条路中点 l的上邻点是点 t 的 N - 1步出口.

当 N = 0时 ,规定 t就是 t 的 0步出口.

定理 2　系统 ( F , G, H) 的 x t 是上限能观分量

的充要条件是 ,存在一个 N ,使得图 g 3 ( F , G, H) 中

至少有一个点 t的 N 步出口 l到输出点 y 有着 E中

各色的弧.

用类似于证明定理 1的方法 ,但稍微复杂些 ,便

可证明定理 2 .限于篇幅 ,略去定理 2的证明.同时 ,

可以得到定理 1和定理 2的矩阵描述 ,限于篇幅 ,略

去.

4　结 　　论
　　对于非线性更强的极小 2极大 2加系统 ( F , G,

H) ,本文给出了分别能达、上限能观的定义与判据 ,

从而使中国学者针对线性的极大 2加系统 ( A , B , C)

提出的这两个概念在理论上得到了深化与拓展.
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