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基于无约束优化的非线性支持向量回归

张军峰 , 胡寿松
(南京航空航天大学 自动化学院 , 南京 210016)

摘　要 : 提出利用牛顿法以及共轭梯度法解决非线性支持向量回归学习问题 ,不仅可以加速模型选择的过程 ,而且

能够提高训练速度.将该方法应用于煤气炉数据集建模以及 Mackey2Glass混沌时间序列预测 ,仿真结果表明了该方

法的有效性 .
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Abstract : A learning st rategy based on Newton method and conjugate gradient method is proposed in this paper to

solve the nonlinear support vector regression (SVR) training problem , which is able to accelerate not only the model

selection process but also the t raining speed. By applying it into gas furnace data set modeling and Mackey2Glass

chaotic time series prediction , the simulation result s indicate the effectiveness of the proposed learning st rategy.
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1　引　　言
　　Vap nik[ 1 ]创立的支持向量机 ( SVM) ,遵循了结

构风险最小化原理 ,可将非线性问题转化为线性问

题进而得到全局最优解.近年来在模式识别、系统建

模和时间序列预测等领域得到了广泛的应用.

对偶原理可以方便地解决约束条件 ,相应的优

化问题可由内积的形式表示 ,并可引入核函数 ,因

此 ,目前主要利用对偶原理设计 SVM 学习算法[2 ] .

事实上 ,不利用对偶原理 ,同样可以训练 SVM.

Keert hi 和 DeCo ste[3 ] 基于无约束优化训练线性

SVM ;Chapelle[ 4 ]将这种方法推广到非线性领域.

然而 ,上述工作均局限于支持向量分类 ( SVC) .

本文将其推广到支持向量回归 ( SVR)领域 ,着重阐

述利用牛顿法以及共轭梯度法实现非线性 SV R的

训练 ,并通过仿真实验说明该方法在模型选择与训

练速度方面的有效性与优越性.

2　非线性 SVR对偶优化
　　假设训练集为 { ( x1 , y1 ) , ⋯, ( xn , y n) } ∈X×R,

X < Rd ,其中X表示输入样本空间.在特征空间 J中 ,

构造如下线性回归函数 :

f ( x) = wTΦ( x) + b. (1)

其中 :Φ: x |→Φ( x) ∈J , w ∈J.

考虑二次ε不敏感损失函数作用 ,并引入松弛

变量 ,式 (1) 中的 w , b可通过如下优化问题求解 :

min
w ,ξ,ξ̂

wT w + C∑
n

i = 1

(ξ2i +ξ̂2i ) . (2)

s. t . y i - wTΦ( x) - b ≤ε+ξi ,ξi ≥0 ;

　　wTΦ( x) + b - y i ≤ε+ξ̂i ,ξ̂i ≥0 .

　　利用对偶原理 ,上述优化问题可转化为

max
α,α̂

- ∑
n

i , j = 1

(αi - α̂i ) (αj - α̂j ) ( k ( xi , xj ) +

　　δi , j / C) - 2ε∑
n

i = 1

(αi +α̂i ) +

　　2∑
n

i = 1

y i (αi - α̂i ) , (3)

s. t . ∑
n

i = 1

(αi - α̂i ) = 0 ,αi ,α̂i ≥0 .

其中 : k ( xi , xj ) 为核函数 ,δi , j 表示 Kroneckerδ.
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对于优化问题 (3) 的解 ,回归函数 (1) 可表示为

f ( x) = ∑
nsv

i = 1

(αi - α̂i ) k ( xi , x) + b , (4)

其中 nsv表示支持向量 (SVs) 的个数.

3　非线性 SVR无约束优化
3 . 1　无约束优化目标函数

将优化问题 (2) 写成如下无约束的形式 :

min
w

wT w + C∑
n

i = 1

L 2
ε ( y i , wTΦ( xi ) + b) . (5)

　　通过引入核函数 k ,以及相应的再生核希尔伯

特空间 (R KHS) H ,式 (5) 可改写为

min
f ∈H
λ‖f ‖2

H + ∑
n

i = 1
L 2
ε ( y i , f ( xi ) ) , (6)

其中λ= 1/ C为正则化参数.为便于阐述问题 ,首先

假定回归函数 f ( xi ) 中不含阈值 b.

假设损失函数 L 对于第 2个变量是可微的 ,利

用再生性质 f ( xi ) =〈 f , k ( xi , ·)〉H ,可以对式 (6)

求导 ,并且在最优解 f 3处 ,有如下等式成立 :

2λf 3 + ∑
n

i = 1

5L
5 f

( y i , f 3 ( xi ) ) k ( xi , ·) = 0 . (7)

利用表示定理[2 ] ,联合式 (7) ,可将最优解表示为关

于训练数据核函数的线性组合 ,即

f ( x) = ∑
n

i = 1

βi k ( xi , x) . (8)

　　设核矩阵为 K , Kij = k ( xi , xj ) , Ki ∈Rn表示 K

的第 i列.此时式 (6) 可改写为

min
β
λβT Kβ+ ∑

n

i = 1
L 2
ε ( y i , KT

iβ) . (9)

因此 ,无约束优化的目标函数为

Ω(β) =λβT Kβ+ ∑
n

i = 1

max (0 , | y i - KT
iβ| -ε) 2 .

3 . 2　牛顿优化法

当损失函数 L可微时 ,可通过梯度下降法、牛顿

法以及共轭梯度法对Ω(β) 进行优化[5 ] .首先运用与

对偶优化问题密切相关的牛顿法实现优化.

对于给定的β值 ,将 | y i - f ( xi ) | >ε对应的样

本点定义为支持向量集 sv.假设对训练样本作重新

排序 ,使得前 nsv个样本为支持向量.设 Isv 为 n ×n

的对角矩阵 ,其中前 nsv个元素为 1 ,其余元素为零 ,

并设一符号向量 s ∈Rn ,满足如下条件 :

s ( i) =

1 , y i - KT
iβ >ε;

- 1 , y i - KT
iβ < -ε;

0 , otherwise .

则梯度 ¨可表示为
¨ = 2λK I svβ+ 2 KI sv ( KI svβ- ( Y -εs) Isv ) .

(10)

　　通过对梯度 ¨求导可得 Hessian矩阵为

H = 2λKI sv + 2 KI sv KI sv . (11)

　　牛顿法由β←β- H - 1 ¨实现每一步的更新过
程.然而若初始点距离最优点β3较远时 ,所产生的

点列可能不收敛到β3 . 此时可以考虑修正牛顿法 ,

即β←β- γH - 1 ¨ ,其中γ由一维搜索法[5 ] 确定.

由式 (10) 和 (11) 可得

¨ = Hβ - 2 KI sv ( Y -εs) Isv .

因每一步更新后都有 ¨ = 0成立 ,故

β = (λI n + KI sv ) - 1 ( Y -εs) Isv . (12)

由于矩阵λI n + Isv K的左下角块为零 ,则有

βsv = ( Y sv -εs sv ) - 1 ( Y sv -εs sv ) , (13)

其中 Insv 为 nsv ×nsv的单位矩阵.

至此 ,可以给出基于修正牛顿法的 SVR无约束

问题优化算法的具体内容如下 :

算法 1　基于修正牛顿法的 SVR

Function :β = PrimalSVRENM ( K , Y ,λ)

　sv ←{ 1 , ⋯, n} ;β_old = 0

　Repeat

　　β = 0 ;

　　βsv = (λI nsv + Ksv ) - 1 ( Y sv -εs sv ) ;

　　step =β- β_old ;γ = 1 ;

　　WhileΩ(β+γ·step) >Ω(β) +

μγ·( ¨T step)

　　　γ←ρ·γ;

　　End

　　β←β+γ·step ;β_old ←β;

　　sv ← i , 其中 i满足 | y i - KT
iβ| >ε;

　U ntil sv 不再发生改变.

算法 1中 ,μ < (0 ,0 . 5) ,ρ∈ (0 ,1) 为对步长γ

进行一维搜索所需的参数.

若考虑加入阈值 ,待优化参数为 [ b ,βT ]T ,则相

应的增广 Hessian矩阵为

H = 2
1T Isv 1 1T KI sv

KI sv1 λK + KI sv KI sv
, (14)

其中 1为具有适当维数的向量且所有元素均为 1 .

此时 ,对应于式 (13) 的更新方程为

b

βsv

=
0 1T

1 λI nsv + Ksv

- 1 0

Y sv -εs sv

. (15)

3 . 3　共轭梯度法

共轭梯度法本质上是求取近似解 ,也可以优化

Ω(β) .但值得注意的是 ,共轭梯度法的性能主要取

决于待优化问题的参数化.其收敛速度大约等于矩

阵 K2 的条件数 ,因此速度较慢 ,可通过 K预处理解

决上述问题.

基于 共轭 梯 度 法 (采 用 预 处 理 技 术 和

Fletcher2Reeves更新策略) 优化Ω(β) 的伪代码由算
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法 2给出 ,其中 g表示式 (10) 中的梯度除以 K.

算法 2　基于共轭梯度法的 SV R

　Function :β = PrimalSVRCG ( K , Y ,λ)

sv ←{ 1 , ⋯, n} ;β = 0 ; d = gold = Y -ε; iter

= 1

Repeat

　设γ3为由一维搜索法确定的步长 ;

　β←β+γ3 d;

　sv ← i ,其中 i满足 o ( i) = | y i - KT
iβ| >ε.

　更新符号向量 s. gnew ←2λβ;

　gnew ( i) ←gnew ( i) - 2·s ( i) ·[ o( i) -ε] ,其中

i ∈sv ;

　d ←- gnew +
gT

new kgnew

gT
old Kgold

d;

　gold ←gnew ; iter ←iter + 1 ;

U ntil iter大于某一设定常数.

3 . 4　复杂度分析

基于修正牛顿法的 SV R学习算法中 ,步长γ可

以选为 1 ,且通常仅需几步迭代 (不多于 10步) 即可

保证算法收敛 ,迭代次数与样本集规模 n无关.由于

初始迭代设β= 0 ,该算法的复杂度主要体现在求取

Hessian矩阵的逆 ( O( n3 ) ) .对偶优化问题 (3) 中要

同时优化 αi 和 α̂i , 算法的复杂度可近似为

O( (2 n) 3 ) .

共轭梯度法的每一次迭代无需求逆 ,仅需计算

Kβ( O( n2 ) ) .然而 ,共轭梯度法的收敛速度取决于核

矩阵 K的条件数 ,也即由核参数确定.且通过算法 2

获得的支持向量数目与训练样本的个数相等 ,这必

将加剧回归函数的复杂度.因此 ,共轭梯度法的使用

必须联合其他有效的稀疏化策略[6 ] .

4　仿真实验
　　仿真实验包括以下内容 :1) 利用牛顿法实现

SVR模型选择 ;2) 证明共轭梯度法的收敛速度受核

参数的影响 ;3) 对比基于两种不同策略下非线性

SVR的训练速度.仿真实验中所涉及的对偶优化是

利用 MOSE K基于内点法[7 ] 进行求解的 ,并以 RBF

核为非线性 SV R的核函数.

4 . 1　模型选择

煤气炉数据集[8 ] 由 296 对输入 2输出数据构
成 ,输入表示空气流入速度 ,输出表示煤气炉排放气

体中 CO2 的浓度.为构建煤气炉模型 ,可设 y ( i) 为

系统的期望输出 ,输入向量由下式构成 :

xi =

[ y ( i - 1) , ⋯, y ( i - 3) , u( i - 1) , ⋯, u( i - 3) ].

如此可获得 293个样本 ,选取其中下标为奇数的作

为训练样本 ,下标为偶数的作为测试样本.

牛顿法的优势之一在于模型选择.当采用留一

法[9 ] 时 ,需对矩阵λI nsv + Ksv 求逆.在牛顿法中 ,经

过一次牛顿迭代 ,该逆矩阵无需另行求解 ,由式 (13)

即可直接获得.最终 ,通过留一法选择参数ε= 0 . 1 ,

λ = 0 . 01 ,σ= 2 . 5 .预测效果如图 1所示 ,预测均方

根误差 ( RMSE) 为 0 . 310 2 ,支持向量的个数为 24 .

图 1　煤气炉数据集 SVR模型预测效果

4 . 2　共轭梯度法

仍以煤气炉数据集建模为例 ,研究共轭梯度法

在非线性 SVR无约束优化中的应用.将预测均方根

误差作为共轭梯度迭代次数的函数 ,监测对应于不

同 RBF核参数的函数值 ,如图2所示.该实验选择参

数ε= 0 . 1 ,λ = 0 . 01 .

图 2　预测均方根误差随迭代次数的变化规律

由图 2 可以看出 ,共轭梯度法利用相对较少的

迭代次数 (25～ 50) 便可获得令人满意的解 ;共轭梯

度法的收敛速度取决于 RBF核参数σ.由图 2还可

以发现 ,当σ= 2 . 5时 ,经过 25次迭代 ,其预测均方

根误差为 0 . 285 4 , 明显优于牛顿法的结果 (0 .

310 2) .然而其需要 147个支持向量 ,而牛顿法仅需

24个 ,这是由于共轭梯度法需要采用一维搜索法来

确定步长.因此使用共轭梯度法时 ,必须联合有效的

稀疏化策略.

4 . 3　训练时间对比

最后 ,为了对比各种学习方案的非线性 SV R训

练时间 ,以 Mackey2Glass混沌时间序列预测为例 :

d x ( t)
d t

= - 0 . 1 x ( t) +
0 . 2 x ( t - tΔ)

1 + x ( t - tΔ) 10 ,

其中时滞 tΔ = 30 .通过积分并选择嵌入维数 d = 4 ,

可以获得输入输出数据集.且本实验中采取的参数

为λ = 0 . 001 ,σ= 0 . 5 ,ε= 0 . 01 .
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基于无约束优化的非线性 SVR训练遵循下述

步骤 :首先选择小规模的训练样本进行训练 ;然后选

择较大规模的训练样本重新训练 ;依此类推.为了便

于对比 ,采用相同规模的训练样本实现基于对偶优

化的非线性 SV R训练 ,训练时间对比如图 3 所示.

由图 3可以看出 ,相对于对偶优化方案 ,无约束优化

方案显得更为高效.

图 3　无约束优化与对偶优化的训练时间对比

5　结 　　论
　　本文主要研究了非线性 SV R的无约束优化方

案 ,并推导出牛顿法和共轭梯度法的更新规则.实验

结果表明 ,该方法不仅可以加快模型选择的过程 ,而

且还能提高训练速度.

因为目前该方法仅适用于中等规模的数据集建

模或预测 ,所以未来的研究重点在于如何获取稀疏

的近似解 ,特别是对于共轭梯度法 ,毕竟该方法的解

不具备稀疏性.另外 ,能否利用无约束优化方案实现

在线学习同样值得深入探讨.
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