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一种改进的在线最小二乘支持向量机回归算法
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摘　要 : 针对一般最小二乘支持向量机处理大规模数据集会出现训练速度慢、计算量大、不易在线训练的缺点 ,将修

正后的遗忘因子矩形窗方法与支持向量机相结合 ,提出一种基于改进的遗忘因子矩形窗算法的在线最小二乘支持向

量机回归算法 ,既突出了当前窗口数据的作用 ,又考虑了历史数据的影响 .所提出的算法可减少计算量 ,提高在线辨

识精度.仿真算例表明了该方法的有效性.
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Abstract : Aiming at the problem that the large2scale samples t raining process is slow and large computation , and

difficult to t rain online for the standard least squares support vector machines , a learning algorithm of online least

squares support vector machines regression ( OL S2SVMR) based on improved rectangular window with forgetting

factor ( IRWFF) method is proposed by combining the modified rectangular window with forgetting factor algorithm

with support vector machines. The present and past window data are considered simultaneously. The proposed

algorithm has less computation and high accuracy. The simulation result s show effectiveness of the algorithm.
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1　引　　言
　　支持向量机 (SVM)一经提出[1 ] ,就受到理论研

究和工程研究的双重重视 ,它是统计学习理论基础

上发展起来的新一代机器学习方法. SVM较好地解

决了小样本、非线性、高维数、局部极小点等实际问

题 ,具有很强的泛化能力.近年来 ,Suykens[2 ]提出一

种新的 SVM 方法———最小二乘支持向量机 (L S2
SVM)方法 ,L S2SVM 是标准 SVM 的一种扩展.与

传统的 SVM不同 ,L S2SVM算法将 SVM的求解从

二次规划问题转化为线性方程组 ,提高了 SVM 的

求解效率 ,降低了 SVM 的学习难度.对于回归问

题 ,未知变量的数目仅相当于同等规模分类问题的

未知变量数目 ,从而避免了传统 SVM 学习方法中

回归问题未知变量数目膨胀的问题 ,而且 L S2SVM

的数值稳定性和容易控制的策略 ,使得核函数矩阵

在非正定的情况下也能取得良好的效果[325 ] . L S2
SVM算法中Ω的维数等于训练目标集的长度 ,即Ω

的元素个数等于训练目标集长度的平方 ,当训练样

本较大时 ,计算量迅速增大 ,由此可能导致计算膨胀

问题.

在 L S2SVM算法的基础上 ,人们提出了许多改

进算法 ,如动态加权 L S2SVM [ 6 ] ,迭代式 L S2
SVM [7 ] ,在线 L S2SVM ( OL S2SVM ) [8 ] ,增量 L S2
SVM [9 ]等算法. 其中叶美盈等[ 8 ]提出的在线 L S2
SVM回归算法本质上是一种矩形窗算法 ,样本是窗

式移动的 ,即 k时刻的参数估计只依据有限个过去
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的数据 ,在这些数据之前的老数据完全被剔除.

OL S2SVMR算法计算量小 ,计算速度快 ,可有

效地解决 L S2SVM 算法的计算膨胀问题. 本文将

IRWFF方法与 SVM相结合 ,提出一种改进的在线

最小二乘支持向量机回归 ( IOL S2SVMR)算法.该

算法既考虑了历史数据的影响 ,又突出了新数据的

作用.

2　最小二乘支持向量机
　　L S2SVM [3 ]本质上是一种变形算法.变形算法

主要是通过增加函数项、变量或系数等方法使公式

变形 ,从而产生出各种具有某一方面优势或者一定

应用范围的算法.

假设学习样本集为

S = { si | si = ( xi , y i ) , xi ∈Rn , y i ∈R} l
i = 1 ,

回归函数的形式为

y ( x) = wφ( x) + b. (1)

其中 :φ( x) 是特征映射 , w和 b是待求的回归参数.

Suykens等提出的 L S2SVM方法相当于求解下

面的最小值问题 :

minQ(w , e) =
1
2
‖w‖2 +

γ
2 ∑

l

i = 1

e2
i ,

s. t . y i = wφ( xi ) + b + ei , i = 1 ,2 , ⋯, l ,

(2)

其中γ为正则化参数.最小值问题 (2) 的 Lagrange

函数为

L (w , b , e , a) =

1
2
‖w‖2 +

γ
2 ∑

l

i = 1

e2
i -

∑
l

i = 1
ai (wφ( xi ) + b + ei - y i ) , (3)

其中 a = [ a1 　a2 　⋯　al ]T .由式 (2) 的平衡条件

可知

5L
5w

= w - ∑
l

i = 1
aiφ( xi ) = 0 ,

5L
5b

= - ∑
l

i = 1
ai = 0 ,

5L
5ei

=γe i - ai = 0 ,

5L
5 ai

= wφ( xi ) + b + ei - y i = 0 ,

(4)

即

I 0 0 - Z

0 0 0 - 1

0 0 γI - I

Z 1 I 0

w

b

e

a

=

0

0

0

y

. (5)

其中

Z = [φ( x1 　⋯　φ( xl ) ]T , y = [ y1 　⋯　y l ]T ,

1 = [1　⋯　1 ]T ∈R l , e = [ e1 　⋯　el ]T ,

a = [ a1 　⋯　al ]T .

由式 (4) 可知w = ∑
l

i = 1
aiφ( xi ) , ei =

1
γa i ,消去w和 e i

之后 ,可得线性方程组

0 1T

1 ZZT +γ- 1 I

b

a
=

0

y
. (6)

　　记Ω = ZZT ,Ωij = K(·,·) ,称式 (6) 中的Ω+

γ- 1 I为核相关矩阵.若记 A ≡Ω +γ- 1 I ,则式 (6) 等

价于

0 1T

1 A

b

a
=

0

y
. (7)

　　由式 (7) 可以求得

b =
1T A- 1 y
1T A- 1 1

, (8)

a = A- 1 ( y - b1) . (9)

　　由式 (8) , (9) 和 w = ∑
l

i = 1
aiφ( xi ) 可得式 (1) 的

回归函数

　y ( x) = wφ( x) + b = ∑
l

i = 1
ai K ( xi , x) + b. (10)

　　将确定回归函数的参数 a , b统称为回归参数.

由式 (10) 可以看出 ,确定回归参数的关键在于计算

核相关矩阵的逆 A- 1 .

3　基于 IRWFF算法的 IOLS2SVMR
3. 1　基于 RWFF算法的 OLS2SVMR

基于矩形窗算法的 OL S2SVMR的样本是随着

时刻 k的递进而翻滚的 ,即每进来一个新样本 ,便同

时丢弃一个旧样本 ,样本个数保持不变[8 ] .但该算法

对历史数据仅是简单的抛弃 ,并没有考虑历史数据

的影响.遗忘因子法又称衰减记忆法 ,其基本思想是

对历史数据加上遗忘因子 ,既考虑了历史数据的影

响 ,又突出了新数据的作用[10 ] .

假设学习样本集为

S = { si | si = ( xi , y i ) , xi ∈Rn , y i ∈R} l
i = 1 ,

矩形窗宽度为 m ,则 k时刻的学习样本集可表示为

{ x( k) , y( k) } .其中 :x( k) = [ xk- m+1 xk- m+2 ⋯ xk ] ,

y( k) = [ y k- m+1 　y k- m+2 　⋯　y k ]T , xk ∈ Rn , y k ∈

R.核函数矩阵Ω,待求的Lagrange乘子α和常值偏

差 b可表示为

ΩK ( i , j) = K( xk- m+ i , xk- m+ j ) ,

　　　　i , j = 1 ,2 , ⋯, m ; (11)

α( k) = [αk- m+1 　αk- m+2 　⋯　αk ]T ; (12)

b( k) = bk . (13)

则 k时刻 ORL S2SVM的输出为
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y k = ∑
k

i = k- m+1

αi K ( x , xi ) + b( k) . (14)

　　令 Qk = Ωk + I/γ,则有

0 1T

1 Qk

b( k)

a ( k)
=

0

yk

. (15)

　　令

θk =
b( k)

α( k)
, (16)

Φk =
0 1 T

1 Qk

, (17)

zk =
0

yk

. (18)

假设 J k (θ) 可表示成二次型函数

J k (θ) = (θ- θk ) T M- 1
k (θ- θk ) +βk . (19)

选取参数估计的指标函数

J k+1 (θ) =αJ k (θ) + ( zk+1 - Φk+1θ) T ( zk+1 -

Φk+1θ) - α( zk+1 - Φk+1θk ) T (αI +

Φk+1 MkΦk+1 ) - 1 ( zk+1 - Φk+1θk ) . (20)

其中 :0 <α < 1 ,称为遗忘因子 ,也称衰减因子或加

权因子 ; M- 1
k 和Φk+1 均为正定对称矩阵. 则基于

RWFF算法的 OL S2SVMR回归参数的递推公式为

θk+1 =θk + Nk+1 ( zk+1 - Φk+1θk ) , (21)

N k+1 = MkΦk+1 (αI +Φk+1 MkΦk+1 ) - 1 , (22)

Mk+1 =
Mk

α -
Mk

α
Φk+1 (αI +

　　 　Φk+1 MkΦk+1 ) - 1Φk+1 Mk . (23)

初始参数 M0 = c2 I ,其中 c是一个充分大的实数.可

以看出 ,OL S2SVMR的 RWFF 算法是一种在线递

推算法 ,它不仅考虑了历史数据的影响 ,还突出了当

前数据的作用.

3. 2　基于 IRWFF算法的 IOLS2SVMR

RWFF算法虽然考虑了历史数据的影响 ,但该

算法在每次迭代过程中 ,需要进行多个矩阵的运算 ,

增加了每次迭代的运算量 ,而计算机有限字长等因

素会使计算的舍入误差累加 ,从而降低辨识的精度.

出于对上述原因的考虑 ,对 OL S2SVMR 的 RWFF

算法作如下简化 :

在式 (22) 中 ,将 Nk+1 修改为

Nk+1 =

MkΦk+1 (αΦk+1 MkΦk+1 +Φk+1 MkΦk+1 ) - 1 =

Φ- 1
k+1 / (1 +α) =βΦ- 1

k+1 , (24)

则式 (21) 可简化为

θk+1 =θk +βΦ- 1
k+1 ( zk+1 - Φk+1θk ) . (25)

　　由以上推导可得如下定理 :

定理 1　基于 IRWFF算法的 IOL S2SVMR参

数的递推公式为

θk+1 =θk +βΦ- 1
k+1 ( zk+1 - Φk+1θk ) . (26)

其中 :0 <β≤1 ,称为遗忘因子 ,也称衰减因子或加

权因子 ;Φk+1 为正定对称矩阵.

定理2　如果基于 IRWFF算法的 IOL S2SVMR

参数通过式 (26) 进行调整 ,当 0 <β≤1时 ,误差是

单调递减的 ;当β = 1 时 ,则基于 IRWFF 算法的

IOL S2SVMR的误差将收敛到零.

证明 　记 ek = zk+1 - Φk+1θk为第 k + 1次参数

修正前的学习误差 ,即将前一时刻学习得到的参数

θk作为当前时刻的参数所带来的误差 ;记 ek+1 = zk+1

- Φk+1θk+1 为第 k + 1次参数修正后的学习误差.则

有

ek+1 = zk+1 - Φk+1θk+1 =

zk+1 - Φk+1 [θk +βΦ- 1
k+1 ( zk+1 - Φk+1θk) ] =

(1 - β) zk+1 - (1 - β)Φk+1θk =

(1 - β) ek .

因此 ,当 0 <β≤1时 ,误差是单调递减的 ;当β= 1

时 ,参数修正后的学习误差收敛到零. □

显然 ,基于 IRWFF算法的 IOL S2SVMR不仅保

留了原算法的优点 ,而且简化了算法 ,减小了计算

量.

4　仿真实例
　　考虑如下非线性系统 :

Ûx1 = x1 + 0 . 8 x2 ,

Ûx2 = - x3
1 - 0 . 1 x2 + u ,

y = x1 .

输入信号为 u = 2sin (0 . 5 t) + sin t + sin (2 t) ,时间为

t = [0 ,5 ] s ,仿真步长为 0 . 01 s.

采用以下 3种 L S2SVMR算法建立该系统的模

型. γ = 10 000 , 核 函 数 取 为 K( x , x i ) =

exp ( ‖x - x i ‖2

2σ2 ) ,σ= 0 . 25 .

1) 采用矩形窗 L S2SVMR算法[8 ] .矩形窗长度

m = 2 ,其他参数不变.辨识误差如图 1所示.

图 1　辨识误差

2) 采用基于 RWFF 的 OL S2SVMR 算法 (21)

～ (23) .矩形窗长度 m = 2 ,遗忘因子α = 0 . 05 ,初

741
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始参数 c = 100 ,其他参数不变.辨识误差如图 2 所

示.

图 2　辨识误差

3) 采用基于 IRWFF的 IOL S2SVMR算法.遗

忘因子β= 1 ,其他参数不变.辨识误差如图 3所示.

图 3　辨识误差

上述 3种算法的仿真结果比较如表 1所示.

表 1　3种算法的仿真结果比较

矩形窗算法
的 L S2SVMR

基于 RWFF算法
的 OL S2SVMR

基于 IRWFF算法
的 IOL S2SVMR

最大误差 0 . 054 7 0 . 028 7 0 . 005 8

MSE 3 . 212 4 ×10 - 5 2 . 354 8 ×10 - 5 1 . 372 9 ×10 - 7

运行时
间 / s

9 . 763 5 . 162 4 . 562

　　由仿真结果可以看出 , 基于 IRWFF 算法的

IOL S2SVMR算法优于矩形窗 L S2SVMR算法与基

于 RWFF算法的 OL S2SVMR算法.基于 RWFF算

法的 OL S2SVMR算法 ,在每次迭代过程中 ,需要进

行多个矩阵的运算 ,增加了每次迭代的运算量 ,因计

算的舍入误差累加 ,从而降低了辨识的精度.而基于

IRWFF算法的 IOL S2SVMR算法简化了迭代过程 ,

降低了累加舍入误差 ,从而可减小运算时间与最大

误差 ,提高辨识的精度.

5　结 　　论
　　矩形窗 L S2SVMR算法采用在线递推的方法 ,

有效解决了 L S2SVMR算法的计算膨胀问题.本文

将修正的最小二乘遗忘因子方法与支持向量机相结

合 ,提出了基于 IRWFF的 IOL S2SVMR算法 .该算

法简化了计算步骤 ,提高了辨识速度和建模精度.
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