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基于期望值的灰色随机多准则决策方法

王坚强 , 任世昶
(中南大学 商学院 , 长沙 410083)

摘　要 : 定义了离散型灰色随机变量及其期望值和标准差.针对准则权重已知而方案的准则值为灰色随机变量的多

准则问题 ,提出一种灰色随机多准则决策方法.该方法通过求得各方案在各准则下评价值的期望值和标准差 ,得到标

准期望值决策矩阵 ;利用各准则权重和规范化矩阵计算出各方案的综合评价区间 ,采用区间灰数可能度的方法构建

方案综合评价区间的评判矩阵 ,进而得到各方案的排序 .最后通过算例表明了该方法的可行性和有效性.
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Abstract : In this paper , discrete grey random variable as well as it s expected value and standard deviation are defined.

As for the multi2criteria decision2making problems , in which the criteria weight s are completely known and the criteria

value of alternatives are in the form of grey random variables , a grey random multi2criteria decision2making approach

is proposed. In the method , the expected value and the standard deviation of each alternative under every criterions are

gained separately firstly. After that , a standard expected value decision2making matrix can be formed. And the range

of comprehensive evaluation for each alternative can be attained by the matrix operation between the vector of criteria

weight s and the normalizing decision2making matrix. By using the calculation method of probability degree of interval

grey numbers , the evaluation matrix of the range of comprehensive evaluation for alternatives can be enacted and the

order of the alternatives can be listed. Finally , an example shows the feasibility and validity of this approach.
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1　引　　言
　　多准则决策理论与方法已成为决策科学、系统

工程、管理与运筹等领域研究中十分活跃的一个课

题.随着社会和经济的快速发展 ,决策问题的复杂性

和不确定性 ,以及人们对快速变化的决策环境认识

的模糊性正在不断增强 ,在实际的决策问题中 ,通常

表现为决策信息 (准则权重和准则值)具有模糊性、

随机性或灰色性.

目前 ,针对以上不确定信息表现的这 3种形式

的多准则问题已有很多研究 ,对于同时具有多种不

确定性的多准则问题也有了一定研究.如文献 [ 123 ]

对准则值信息具有随机性和模糊性的多准则问题进

行了研究 ; [ 426 ]对准则值信息具有灰色性和模糊性

的多准则问题进行了讨论.而对于准则值信息同时

具有灰色性和随机性的多准则问题的研究则尚处于

起步阶段. [ 7 ]对灰色理论和随机理论方法的互补问

题进行了研究 ,指出了许多随机性方法实际上包含

有灰色思想和灰色观念 ,而灰色问题同样可以从随

机性角度去认识、研究和处理. [ 8 ]对准则值为随机

变量且取值确定的情况进行了研究 ,通过建立方案
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的距优距劣综合加权距离为最小的目标函数 ,从而

得到一类求解这一问题的数学模型.但其仅是针对

随机变量取值确定的情况进行了考虑. [9 ]针对权重

信息不完全的灰色风险型决策问题提出了双基点

法 ,将正负理想解的思想应用于灰色随机领域.

以上的研究或是指出了灰色随机问题的存在 ,

或是对该问题进行了初步讨论 ,但都没有对灰色随

机问题进行系统的研究.由于目前对灰色随机多准

则决策问题的研究较少 ,而且该类问题能够客观地

描述众多决策问题 ,为此 ,本文提出一种方法以满足

实际决策的需要.

2　灰数和灰色随机数
　　只知其大概范围而不知其确切值的数被称为灰

数[10 ] .在实际应用中 ,灰数是指在某一个区间或某

个一般的数集内取值的不确定数 ,通常用记号“ á ”
来表示.

既有下界 aL 又有上界 aU 的灰数称为区间灰

数 ,记为 á ∈[ aL , aU ].

区间灰数的运算法则为[10 ] :设区间灰数 á 1 ∈

[ aL , aU ] , aL < aU , á 2 ∈[ bL , bU ] , bL < bU ,则 :

1) á 1 + á 2 ∈[ aL + bL , aU + bU ] ;

2) - á 1 ∈[ - aU , - aL ] ;

3) á 1 - á 2 ∈[ aL - bU , aU - bL ] ;

4) k ×á ∈[ kaL , kaU ] ( k为正实数) .

定义 1　当随机变量可能取到的值为有限个

数 ,并且各个值是以不同的区间灰数 á 形式出现 ,

而所对应的概率能够被确知 ,则称这样的随机变量

为离散型灰色随机变量 ,以下简称为灰色随机变量 ,

用ζ( á ) 表示.ζ( á ) 的各种可能取值用 á i表示 ,其

概率分布如表 1所示.

表 1　灰色随机变量ζ( á ) 的概率分布

ζ( á ) á 1 á 2 ⋯ á i ⋯ á n

p p1 p2 ⋯ p i ⋯ pn

　　在表 1中 ,ζ( á ) 为灰色随机变量 , á i 为灰色

随机变量可能取的第 i 个值 , p i 为灰色随机变量取

第 i个值时的概率 , n为灰色随机变量可能取的所有

值的个数.

定义2　设ζ( á ) 为一个灰色随机变量 ,如果存

在∑
n

i = 1
p i ×á i ,则称∑

n

i = 1
p i ×á i为灰色随机变量的期

望值 ,记作

E (ζ( á ) ) = ∑
n

i = 1

pi ×á i .

　　根据区间灰数的运算法则 1) 和 4) 可知 ,该期

望值为区间灰数.

定义 3　设区间灰数 á 1 ∈[ aL , aU ] , aL < aU ,

á 2 ∈[ bL , bU ] , bL < bU ,则称

( bL - aL ) 2 + ( bU - aU ) 2

为区间灰数 á 1 到 á 1 的距离[11 ] ,记作

DS ( á 1 , á 2 ) = ( bL - aL ) 2 + ( bU - aU ) 2 .

　　定义 4　设ζ( á ) 为一个灰色随机变量 ,

E (ζ( á ) ) 为 其 期 望 值 , 如 果 存 在

∑
n

i = 1
pi ×DS2 ( á i , E (ζ( á ) ) ) ,则称其为灰色随机

变量 E (ζ( á ) ) 的标准差 ,记为

σ(ζ( á ) ) = ∑
n

i = 1
pi ×DS2 ( á i , E (ζ( á ) ) ) .

　　灰色随机变量的标准差可视为灰色随机变量

的各种可能取值与期望值区间的偏离程度.而由定

义 1 ,定义 3和定义 4可容易得出标准差大于零.

定义 5　设ζ( á ) 为一个灰色随机变量 ,

E (ζ( á ) ) 为其期望值 ,σ(ζ( á ) ) 为标准差 , 则称

E (ζ( á ) ) /σ(ζ( á ) ) 为灰色随机变量的标准期望

值 ,记作

SE (ζ( á ) ) = E (ζ( á ) ) /σ(ζ( á ) ) .

　　灰色随机变量的标准期望值表示的是单位标

准差下的期望值 ,可视其为剔除了标准差对灰色随

机变量的期望值大小比较的影响.

定义 6　设 á 1 ∈ [ aL , aU ] , aL < aU , á 2 ∈

[ bL , bU ] , bL < bU ,且记 L ( á 1 ) = aU - aL , L ( á 2 ) =

bU - bL ,则称

P( á 1 ≥á 2 ) =

max{ 0 , L ( á 1 ) + L ( á 2 ) - max ( bU - aL ,0) }
L ( á 1 ) + L ( á 2 )

为 á 1 ≥á 2 的可能度[9 ,12 ,13 ] .

3　基于期望值的灰色随机多准则决策方法
　　设灰色随机多准则决策问题的方案集为 X =

{ x1 , x2 , ⋯, x i , ⋯, x m } ,准则集为 S = { s1 , s2 , ⋯, s j ,

⋯, sn} , 准则的权重向量记为 W = { w1 , w2 , ⋯,

w n} T ,并满足约束条件

∑
n

j = 1
w j = 1 , w j ≥0 , j = 1 ,2 , ⋯, n.

　　对于方案 x i ∈X ,按第 j个准则 s j进行测度 ,得

到 x i 关于 s j 的准则值为离散型灰色随机变量

ζij ( á ) (本文假设灰色随机变量均可根据实际情况

确定各自的区间灰数取值 ,并确定相应概率) ,从而

构成灰色随机决策矩阵 M = (ζij ( á ) ) m×n .目标是确

定方案集 X = { x1 , x2 , ⋯, x i , ⋯, x m } 的最佳方案或

排序.

基于期望值的灰色随机多准则决策方法如下 :

Step1　根据定义 2 ,依次对方案计算其在各准

04
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则下的期望值. 计算方案 i 在准则 j 下的评价值

ζij ( á ) 的期望值可表示为

E (ζij ( á ) ) = ∑
t

k = 1
pk

ij ×á k
ij . (1)

其中 t为灰色随机变量可能取值的个数 ,其随灰色

随机变量取值个数的不同而不同.

Step2　根据定义 4 ,依次计算方案在各准则下

的标准差.再依据定义 5 ,继而求得方案在各准则下

的标准期望值 ,并以该标准期望值作为相应准则下

的准则值.

方案 i在准则 j 下的标准期望值计算如下 :

SE (ζij ( á ) ) = E (ζij ( á ) ) /σ(ζij ( á ) ) . (2)

其中

σ(ζij ( á ) ) = ∑
t

k = 1

pk
ij ×DS2 ( á k

ij , E (ζij ( á ) ) ) ;

i = 1 ,2 , ⋯, m ; j = 1 ,2 , ⋯, n; k = 1 ,2 , ⋯, t.

从而得到标准期望值决策矩阵

G =

SE (ζ11 ( á ) ) ⋯ SE (ζ1 j ( á ) )

… … …

SE (ζi1 ( á ) ) ⋯ SE (ζij ( á ) )

… … …

SE (ζm1 ( á ) ) ⋯ SE (ζmj ( á ) )

→

←

⋯ SE (ζ1 n ( á ) )

… …

⋯ SE (ζin ( á ) )

… …

⋯ SE (ζmn ( á ) )

.

　　Step3　对标准期望值决策矩阵进行规范化处

理.为消除不同物理量纲对决策结果的影响 ,需要对

标准期望值决策矩阵进行规范化处理.因常见的准

则类型有效益型和成本型两类 ,故应分别对这两类

的准则值进行规范化处理.本文采用文献[13 ]给出

的规范化方法对决策矩阵进行规范化处理.

对于效益型准则 s j , 在该准则下的准则值

SE (ζij ( á ) ) 规范化后可表示为

GN
ij ( á ) ∈[

aL
ij

amax
j

,
aU

ij

amax
j

] .

其中 : amax
j = max

1≤i≤m
{ aU

ij } , SE{ζij ( á ) ) ∈[ aL
ij , aU

ij ] , aL
ij

为区间灰数 SE (ζij ( á ) ) 取值区间的下限 , aU
ij 为其

上限.

对于成本型准则 s j , 在该准则下的准则值

SE (ζij ( á ) ) 规范化后可表示为

GN
ij ( á ) ∈[

amin
j

aU
ij

,
amin

j

aL
ij

] .

其中 : amin
j = min

1≤i≤m
{ aL

ij } , SE (ζij ( á ) ) ∈ [ aL
ij , aU

ij ].从

而可得到规范化的决策矩阵

GN =

GN
11 ( á ) ⋯ GN

ij ( á ) ⋯ GN
1 n ( á )

… … … … …

GN
i1 ( á ) ⋯ GN

ij ( á ) ⋯ GN
in ( á )

… … … … …

GN
m1 ( á ) ⋯ GN

mj ( á ) ⋯ GN
mn ( á )

.

　　Step4　计算各方案的综合评价区间.由规范化

决策矩阵 GN = ( GN
ij ( á ) ) m×n 和准则的权重向量ω

= {ω1 ,ω2 , ⋯,ωn} T ,可得方案 x i 的综合评判值为

Gi ( á ) = ∑
n

j = 1

ωj ×GN
ij ( á ) . (3)

　　Step5　对方案进行排序.利用定义 6中所列出

的对区间灰数大小进行比较的可能度公式 ,通过对

方案的综合评判值进行两两比较 ,可以建立方案的

可能度评判矩阵.最后通过对该可能度评判矩阵进

行处理即可得出方案的排序 ,采用文献 [9 ] 给出的

处理方法便能达到此目的.

设 m个方案按照可能度公式进行两两比较后

所形成的评判矩阵为 P = ( Pij ) m×m ,则方案 i的排序

值 W i 可由下式算出 :

W i =
∑
m

j = 1
Pij +

m
2

- 1

m ( m - 1)
, i = 1 ,2 , ⋯, m. (4)

通过比较 W i 的大小即可得出方案相应的排序.

4　算例分析
　　某企业计划投资建设一座新厂 ,市场预测产品

的销售将依据设计方案的不同而呈现几种可能的状

态.现考虑 3个准则 ,分别为直接收益 s1 ,间接收益

s2和污染损失 s3 .各准则下的灰色随机决策表如表 2

～表 4所示 ,寻求最优方案.

表 2　各方案在准则 s1 下的灰色随机决策表 万元

方案
概 　　率

p1 = 0 . 1 p2 = 0 . 9

X1 [25 ,31 ] [30 ,36 ]

方案
概 　　率

p1 = 0 . 1 p2 = 0 . 2 p3 = 0 . 7

X2 [22 ,30 ] [27 ,35 ] [32 ,40 ]

方案
概 　　率

p1 = 0 . 1 p2 = 0 . 2 p3 = 0 . 3 p4 = 0 . 4

X3 [20 ,28 ] [25 ,33 ] [30 ,38 ] [35 ,43 ]

表 3　各方案在准则 s2 下的灰色随机决策表 万元

方案
概 　　率

p1 = 0 . 1 p2 = 0 . 9

X1 [90 ,116 ] [97 ,113 ]

14
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续表

方案
概 　　率

p1 = 0 . 1 p2 = 0 . 2 p3 = 0 . 7

X2 [90 ,112 ] [97 ,109 ] [104 ,116 ]

方案
概 　　率

p1 = 0 . 1 p2 = 0 . 2 p3 = 0 . 4 p4 = 0 . 3

X3 [90 ,100 ] [96 ,106 ] [101 ,111 ] [115 ,125 ]

表 4　各方案在准则 s3 下的灰色随机决策表 万元

方案
概 　　率

p1 = 0 . 1 p2 = 0 . 2 p3 = 0 . 3 p4 = 0 . 4

X1 [21 ,23 ] [22 ,24 ] [25 ,28 ] [24 ,27 ]

X2 [23 ,25 ] [24 ,26 ] [26 ,28 ] [25 ,27 ]

X3 [25 ,27 ] [26 ,28 ] [27 ,29 ] [28 ,30 ]

　　根据以上所列算法计算最优方案.

Step1　根据式 (1) 依次计算各方案在各准则

下的准则值的期望值 ,如表 5所示.

表 5　各方案在各准则下的准则值的期望值

方案
准 　　则

s1 s2 s3

X1 [29 . 5 ,35 . 5 ] [96 . 3 ,113 . 3 ] [23 . 6 , 26 . 3 ]

X2 [30 ,38 ] [101 . 2 ,114 . 2 ] [24 . 9 , 26 . 9 ]

X3 [30 ,38 ] [103 . 1 ,113 . 1 ] [27 , 29 ]

　　Step2　依次计算各方案在各准则下的准则值

的标准差 ,如表 6所示.

表 6　各方案在各准则下的准则值的标准差

方案
准 　　则

s1 s2 s3

X1 2 . 12 2 . 28 2 . 25

X2 4 . 69 5 . 45 1 . 33

X3 7 . 07 11 . 96 1 . 41

　　根据式 (2) 得出相应的标准期望值矩阵

G =

SE (ζ11 ) ∈[13 . 9 ,15 . 7 ]

SE (ζ21 ) ∈[6 . 4 ,8 . 1 ]

SE (ζ31 ) ∈[4 . 2 ,5 . 4 ]

→

←

SE (ζ12 ) ∈[42 . 2 ,49 . 7 ]

SE (ζ22 ) ∈[18 . 6 ,20 . 9 ]

SE (ζ32 ) ∈[8 . 6 ,9 . 5 ]

→

←

SE (ζ13 ) ∈[10 . 5 ,11 . 7 ]

SE (ζ23 ) ∈[18 . 7 ,20 . 2 ]

SE (ζ33 ) ∈[19 . 1 . 20 . 5 ]

.

　　Step3　对矩阵 G进行规范化处理 ,可得规范化

矩阵

GN =

á N
11 á N

12 á N
13

á N
21 á N

22 á N
23

á N
31 á N

32 á N
33

.

其中

á N
11 ∈[0 . 885 4 ,1 . 000 0 ] ,

á N
12 ∈[0 . 849 1 ,1 . 000 0 ] ,

á N
13 ∈[0 . 897 4 ,1 . 000 0 ] ,

á N
21 ∈[0 . 407 6 ,0 . 515 9 ] ,

á N
22 ∈[0 . 374 2 ,0 . 420 5 ] ,

á N
23 ∈[0 . 519 8 ,0 . 561 5 ] ,

á N
31 ∈[0 . 267 5 ,0 . 343 9 ] ,

á N
32 ∈[0 . 173 0 ,0 . 191 1 ] ,

á N
33 ∈[0 . 512 2 ,0 . 549 7 ].

　　Step4　假设各准则的权重已由传统的层次分

析法得出 ,分别为ω1 = 0 . 41 ,ω2 = 0 . 32 ,ω3 = 0 . 27 ,

则可根据式 (3) 得出各方案的综合评价区间

G1 ( á ) ∈[0 . 877 0 ,1 . 000 0 ] ,

G2 ( á ) ∈[0 . 427 2 ,0 . 497 7 ] ,

G3 ( á ) ∈[0 . 303 3 ,0 . 350 6 ].

　　Step5　根据定义 6 可得出各方案之间的可能

度 ,从而构成矩阵

Gpro =

0 . 5 1 1

0 0 . 5 1

0 0 0 . 5

.

然后根据式 (4) 得出可能度的排序向量

W = (0 . 500 0 ,0 . 333 3 ,0 . 166 7) T .

因此 ,3个方案的排序为 X1 > X2 > X3 .

5　结 　　论
　　本文针对一类准则值同时具有灰色不确定性和

随机不确定性的多准则决策问题进行了研究.通过

给出离散型灰色随机变量及其期望值和标准差的定

义 ,在综合区间灰数大小比较方法的基础上 ,给出了

上述决策问题的解决方法 ,并将该方法应用于决策

领域 ,为具有灰色随机多准则决策问题提供了一种

有效的解决方法.
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